COURS D'ANALYSE MATHÉMATIQUE 
à l'IUFM de Guadeloupe en 2005 


Antoine Delcroix 


Ce cours d'analyse intéresse prioritairement les étudiants de Licence, des CPGE, et tous les candidats aux concours de 
recrutement de l'Education nationale (CAPES, Agrégation, CAPLP...). Ils regroupent principalement des éléments pour 
l'étude d'une fonction de la variable réelle à valeurs réelles (ou complexes). Ils ont été écrits pour répondre aux besoins 
des étudiants de l'IUFM de la Guadeloupe, d'abord pour la préparation de l'épreuve d'exposé (oral 1) puis avec une 
extension vers la préparation de l'écrit. Ce mode d'élaboration explique que ces cours ne couvrent pas l'ensemble d'un 
programme donné (DEUG, CAPES...) et qu'ils ne répondent pas aux canons d'une publication officielle (par exemple : 
absence presque totale de bibliographie). 


Thème 0 : Suites numériques, fonctions d'une variable réelle (non présent ici) 
Contenu 


1. Suites numériques (suite convergente : définition quantifiée de la limite) ; propriétés algébriques ; exemples de 
suites classiques : arithmétiques, géométriques, définies par récurrence ; comparaison des suites). 


2. Fonction de la variable réelle (limites, continuité : définition quantifiée de la limite) ; dérivabilité ; théorème des 
accroissements finis et théorème de Rolle, applications ; dérivées successives ; formule de Leibniz, formules de 
Taylor ; étude locale des fonctions : comparaison des fonctions, développements limités). 


Commentaire : Ce chapitre fait partie du bagage acquis en terminale scientifique et en L1 : il constitue un prérequis. Il ne 
fera donc l'objet de révisions spécifiques dans le cadre de la préparation à l'écrit qu'à votre demande. Des plans et 
résumés de cours seront disponibles en ligne. Notez que ce programme recoupe exactement les leçons d'oral 1, 
mentionnées ci-dessus et sera donc de fait revu lors des séances de préparation à l'oral 1. 


Thème 1 : Espaces vectoriels normés. Notion de suite et de série 
Contenu 
1. Approfondissement du point 1 du thème 0. 
2. Espaces métriques, espaces normés (en particulier normes équivalentes, théorème du point fixe). 


Commentaire Ce chapitre fait partie du bagage acquis en L2/L3. Dans la pratique, les problèmes d'écrits ne sont pas 
centrés sur des études fines d'espaces métriques, normés ou de Hilbert. Mais, un problème sur les séries de Fourier et les 
noyaux intégraux classiques peut demander des connaissances standard sur, par exemple, le théorème de projection. Ceci 
donne toute son importance à ce thème. 


Thème 2 : Compléments sur les fonctions d'une variable réelle (calcul intégral, intégrales dépendant d'un paramètre, 
intégrales généralisées) et fonctions de plusieurs variables et intégrales multiples. 


Thème 2A : Compléments sur les fonctions d'une variable réelle, calcul intégral, intégrales dépendant d'un 
paramètre, intégrales généralisées 
Prérequis 


+ L'intégralité du thème 1. 


+ L'intégrale de Riemann (sommes de Darboux ; définition de l'intégrale ; les grandes classes de fonctions 
intégrables ; les sommes de Riemann ; propriétés algébriques de l'intégrale ; les théorèmes de la moyenne ; notion 
de primitive et propriétés des primitives ; calcul des primitives ; intégrale de Riemann pour les fonctions à valeurs 
complexes). 


Contenu 
1. Approfondissement du point 2. du thème 1A (généralités sur les fonctions de la variable réelle). 


2. Intégrales dépendant d'un paramètre. 


3. Intégrales généralisées et applications. 


Commentaires : À propos de l’usage des calculatrices, on rappelle que les primitives courantes se calculent à l'aide du 
noyau de calcul formel des calculatrices autorisées. En application de ce thème, l'étude des courbes paramétrées et 
polaires du plan (mais aussi de celles de l’espaces) peut être traité aussi bien en analyse qu’en géométrie, selon l’aspect 
sur lequel on met l’accent. 


Cours en ligne 
e Notion de limite pour une fonction de la variable réelle Application à l'étude des branches infinies. 


+ Continuité en un point. Fonctions continues. Nous placons ce document dans la lignée de celui consacré aux 
limites, en particulier pour le niveau de l'exposé. Les démonstrations des propriétés qui découlent quasi 
immédiatement de résultats sur les limites ne seront en général pas reprises. Dans le cas où ce document est utilisé 
comme support pour une préparation à la première épreuve orale du CAPES, ceci ne veut pas dire que le candidat 
au CAPES peut tout mettre en pré-requis puisqu'il s'expose à ce qu'on lui demande la démonstration des propriétés 
les plus significatives. C'est de toute façon un bon exercice que de lire ce document crayon en main et de refaire 
les démonstrations dans le cadre présent, souvent plus simple ! 


° Etude locale des fonctions et des suites. 


+ Calcul différentiel. I : Définitions & premières propriétés. II : Grands théorèmes & Applications. Dans le premier 
document, on présente la notion de nombre dérivée au travers des développements limités d'ordre 1. On sait qu'il y 
a équivalence pour une fonction entre posséder en un point un développement limité d'ordre 1 et un nombre dérivé. 
C'est faux pour les ordres supérieurs : une fonction peut posséder un développement limité d'ordre strictement 
supérieur à 1, tout en étant uniquement dérivable à l'ordre 1 (...). Le document se poursuit par une étude rapide des 


fonctions dérivables, de classe CP où p est un entier supérieur ou égal à 1. Les grands résultats sont reportés dans le 
document suivant. Cependant, deux résultats utilisés dans le cours du document (le théorème des accroissement 
finis et un théorème de Darboux) sont énoncés et démontrés en annexe. Le second document regroupe des 
théorèmes fondamentaux du calcul différentiel comme le théorème de Rolle, le théorème des accroissements finis 
et l'inégalité des accroissements finis. 


+ Construction de l'intégrale de Riemann. Propriétés essentielles. Cette construction utilise les sommes de Darboux. 


+ Une introduction aux équations fonctionnelles classiques (épreuve d'oral 1). Les équations fonctionnelle figurent 
parmi les problèmes difficiles des mathématiques. On présente ci-dessous trois exemples classiques qui sont tous 
susceptibles de figurer dans un problème écrit ou dans un programme d'oral de concours. Il s'agit des équations f( 


Xÿ ) = 16) +9) ; FCxEy ) = 109 (y) et FC xy ) = FG) HP). 


+ Cours sur les Intégrales généralisées (hors programme d'oral 1). Dans la théorie de l'intégrale de Riemann, la 
notion d'intégrale généralisée arrive relativement naturellement. En lisant ce document, le lecteur aura intérêt à 
penser aux analogies à établir avec l'étude des séries numériques (ou complexes). Des liens entre la convergence 
de séries et d'intégrales particulières sont par ailleurs étudiés. 


+ Intégrales dépendant d'un paramètre : Dans l'optique du concours, le seul cadre pour lequel il est indispensable de 
connaître des théorèmes d'existence et de régularité est celui d'une fonction définie sur un intervalle I à l'aide d'une 
intégrale dépendant d'un paramètre, avec un intervalle d'intégration compact. Le programme se limitant à 
l'intégrale de Riemann, il n'est pas nécessaire de maîtriser des théorèmes de convergence dominée (Ces théorèmes 
permettent des preuves plus simples à certains résultats de ce document). (...) Le cas d'une fonction définie à l'aide 
d'une intégrale généralisée est traité. C'est ce cas qui donne lieu à des questions importantes dans les problèmes. 
On présente donc deux exemples de mise en oeuvre, dans les premières épreuves des CAPES de 1988 et de 1993. 


Thème 2B : Fonctions de plusieurs variables et intégrales multiples 
Prérequis 


e Les thèmes 0 à 2A. 


+ Notions de base sur les fonctions de plusieurs variables (notions de différentielle et de dérivées partielles, matrice 
jacobienne, inégalité des accroissements finis, différentielles et dérivées partielles d'ordre supérieur, théorème de 
Schwarz, formule de Taylor, recherche d'extrema d'une fonction numérique de plusieurs variables). 

Contenu 
1. Compléments et révisions sur les fonctions de plusieurs variables. 


2. Pratique du calcul des intégrales doubles et triples. 


Commentaires : Le programme du concours n'est pas très difficile sur ce thème. On demande au candidat de connaître les 
propriétés de base des fonctions de plusieurs variables. 


Cours en ligne 
e Petit memento sur le calcul différentiel (hors programme d'oral 1). 
N.B. Le lecteur pourra également visiter http://ens.univ-rennes] .fr/mathsciencesl1/ ou bien http:/www.univ- 
ag.fr/-mhasler/m2/ pour des rappels de cours bien conçus sur le thème 2). 
Thème 3 : Suites et séries de fonctions, analyse de Fourier 
Prérequis 
+ L'intégralité du thème 0, du thème 1 et notamment : 
e Les notions de base sur les suites et séries numériques et complexes, 
+ L'étude des fonctions de la variables réelles. 
+ Le thème 2. 
e Les généralités sur les suites et séries de fonctions. 
Contenu 
1. Révisions et approfondissement sur les suites de fonctions (convergence simple, uniforme ; exemples...) 
2. Révisions et approfondissement sur les séries de fonctions (convergence simple, uniforme, normale ; exemples...) 
3. Application à l'étude d'intégrales généralisées dépendant d'un paramètre. 
4. Révisions sur les séries entières. 
5. Révisions sur les séries de Fourier. 
Commentaires : Un cours synthétique portera sur les points 1., 2., 4. et 5. On mentionnera ici l'importance des théorèmes 
de régularité (qui donnent des conditions suffisantes pour qu'une limite de suites de fonctions, ou la somme d'une série 
possède la régularité des termes de la suite considérée). C’est un sommet du programme du concours en analyse ! 
Cours en ligne 


° Cours sur les suites et séries de fonctions. 


Thème 4 : Equations différentielles 
Prérequis 


+ L'intégralité des thèmes 0 à 2. 


+ Les équations différentielles linéaires d'ordre 1 et 2 à coefficients constants (théorie et pratique de la résolution, 
étude des équations avec seconds membres classiques). 


+ Les systèmes linéaires à coefficients constants d'ordre 1 (pratique de la résolution). 
Contenu 


1. Les systèmes linéaires et les équations différentielles linéaires : généralités, problème de Cauchy, théorème de 
Cauchy-Lipschitz, étude qualitative des solutions. 


2. Etude des équations différentielles d'ordre 1 et 2. 
3. Exemples usuels d'équations différentielles non-linéaires. 


Commentaires : Le programme n’est peut être pas très poussé (par exemple, il ne demande pas de connaître une preuve 
du théorème de Cauchy-Lipschitz). En revanche, un texte de concours peut demander une parfaite connaissance des 
conséquences des théorèmes fondamentaux sur la structure des ensembles de solutions des équations différentielles 
linéaires. Il faut également maîtriser les liens entre équations différentielles et leurs solutions, intégrales généralisées, 
suites ou séries de fonctions. C’est là ou se trouve des sources de nombreux (beaux) problèmes mathématiques pouvant 
inspirer un texte de concours. Un cours pourra faire le point sur les équations différentielles et des travaux dirigés 
présenteront des exemples des liens évoqués ci-dessus. 


Cours en ligne 


° Equations différentielles. 


SUITES NUMERIQUES 
PLC1-Mathématiques 
Auteur : A. Delcroix 


1. Introduction-généralités sur les suites 


1.1. Introduction : le cas d’une leçon de CAPES 


Le premier problème pour les leçons d’oral 1 concernant les suites est de choisir son niveau d’exposé, 
puisque l’approche de la notion de convergence différe essentiellement entre les classes du secondaire et 
le début du DEUG. 


1. On peut choisir de ce placer au niveau des classes du secondaire. La présentation de la notion de 
limite en < <pour tout €, il existe no >> est proscrite à ce stade. On constate cependant une évolution 
des programmes. La définition, basée sur la comparaison par rapport à une suite de référence! , semble 
disparaître. Elle présentait en effet plusieurs obstacles d'ordre mathématique ou épistémologique. De 
fait, il ne s’agit que d’une condition suffisante qui laisse ouverte la question < <qu’est ce tendre vers 0 
pour une suite de référence >> Elle semble remplacée par une présentation très proche de la définition 
formelle, puisque elle la singe mais <<en langue de tous les jours >>. La manipulation de cette définition 
reste de toute façon limitée au lycée. Elle est aussi peu commode : essayez avec une définition en langue 
quotidienne d'écrire ce qu'est une suite ne tendant pas vers 0. En apparence plus simple, un exposé à ce 
niveau risque finalement de se transformer en piège s’il est mal maîtrisé. 


2. Il parait donc plus raisonnable d'utiliser les ressources du programme complémentaire et utiliser la 
définition classique de DEUG : la suite (a, )hen tend vers { si 


(Ve > 0) (no > 0) (MEN) (n > no = [an —l| <E). 


Après quelques généralités sur les suites, on étudie la notion de suite convergente. Comme exemple de 
suites convergentes, on étudie les suites monotones, adjacentes, ainsi que l’application de ces dernières au 
développement décimal des nombres réels. On présente ensuite les suites tendant vers +co, cas particulier 
de suites divergentes non bornées. Ensuite on donne quelques exemples de suite récurrentes : les suites 
récurrentes linéaires. Le document se termine par des rappels sur le vocabulaire employé pour comparer 
la croissance de suites. Le lecteur appliquera cette dernière section aux exemples classiques 


na new nrnl! 


1.2. Généralités sur les suites 
1.2.1. Suites et suites extraites 


Définition 1.1. On appelle suite de nombre complexes (resp. réels) toute application définie sur N, ou 
sur une partie infinie de N, et à valeurs dans C (resp. R). 


Notations. 
i. En notant K le corps des réels ou des complexes et I une partie infinie de N, on note KT l’ensemble des 
suites définies sur I à valeurs dans K. 


ii. Pour a € K!, on note a, l’image par a de l’entier n au lieu de a(n) et la suite a sera souvent notée 
(an)ner où (a) s’il n’y à pas d’ambiguïté sur l’ensemble de définition I de a. 


iii. On appelle n°°"* terme de la suite le couple (n,a,), n étant le rang de ce terme et a, sa valeur. Par 
abus de langage, on dit souvent que a, est le n°” terme, ou le terme général de la suite. 


Définition 1.2. Soit (a,) € K\ et s une application strictement croissante de N dans N. La suite ao s 
est dite extraite de la suite (ay )nen-. 


lOn disait qu’une suite tend vers 0 si elle est majorée par une suite de référence tendant vers 0. 


Une suite extraite sera souvent notée (a»,)en et il sera sous-entendu, dans ce cas, que l’application 
s:N — N définie par s(n) = n, est strictement croissante. 


Par exemple, si n, = 2p (resp. n, = 2p +1) , la suite extraite obtenue est la suite des termes pairs (resp. 
impairs) de (ar )nen. Elle est notée (a2»)pen (resp. (&2p+1)peN). 
1.2.2. Opérations sur les suites 


On particularise les définitions des opérations algébriques sur les fonctions à valeurs dans K (qui utilisent 
essentiellement la structure de corps de K) au cas des suites en posant : 


Définition 1.3. Soit (a,) € K! et (b,) € K! deux suites. 
i. On appelle somme (resp. produit) de ces deux suites la suite définie sur I de n°°"® terme (n, an + b) 
(resp. (n, anbn)). On la notera 


(an La bn)net ou (an T bn) (resp. (an0n }ner ou (anbn) ). 


ü. Si la suite (b,),eN ne s’annule pas sur un ensemble infini J C I, on définira le quotient des suites 
(an)nen et (bn}nen comme étant la suite définie sur J de n°?"® terme (n,a,/b,). On la note 


(an/bn)ner OU (an/bn)- 


iii. On définit enfin, pour À € K, le produit de À par la suite (a,) comme étant la suite de n°°"* terme 
(n, an) notée (Aa )net- 


On dispose du résultat suivant, simple cas particulier de théorèmes généraux sur les espaces de fonctions 
à valeurs dans K. 


Proposition 1.4. L'ensemble KT muni des opérations d’addition et de multiplication par un élément de 
K constitue un espace vectoriel. Muni de plus du produit des suites KT possède une structure d’algèbre. 


1.2.3. Suites bornées 


Les suites bornées constituent des exemples importants de suites qui seront largement utilisées dans la 
suite de ce document (voir par exemple le théorème de bolzano-Weierstrass). 


Définitions 1.5. 
i. Une suite (a, )ne1 de nombres réels ou complexes est dite bornée si il existe M ER} tel que 


VnEI, lanl <M 


ü. Une suite (as )ner de nombres réels est dite majorée (resp. minorée) s’il existe un nombre réel m tel 


que 
Vn EI, an <m (resp. m < an) 


Il est immédiat qu’une suite réelle (a; )»er est bornée si, et seulement si, elle est à la fois minorée et 
majorée. 


La proposition suivante est de démonstration facile. 


Proposition 1.6. Si (a,) et (b,) sont deux suites complexes (resp. réelles) bornées leur somme, leur 
produit, le produit de l’une d’elle par un complexe (resp. réel) est encore bornée. 


Dans le même esprit, la somme de deux suites réelles majorées est encore une suite majorée. Le produit 
d’une suite réelle majorée par un réel positif (resp. négatif) est une suite majorée (resp. minorée). Le 


lecteur pourra énoncer des propriétés analogues pour les suites minorées et s'intéresser au cas du produit 
de 2 suites majorées (resp. minorées). 


2. Notion de suite convergente 


Dans la suite de ce document on considérera sauf exceptions des suites définies sur N ou bien N*. 


2.1. Définition et premières conséquences 


Définitions 2.1. Soit (a,) € K\. On dit qu’un réel l € K est limite de la suite (a,), pour n tendant 
vers Oo si l’on a 


(Ve > 0) (no > 0) (MEN) (n > no = [an —l| <E). (2.1) 
Convention.- la précision pour n tendant vers œ sera omise dans la suite. 


Proposition-Définition 2.2. Soit (a,) € K\N,1eKetl' € K tels que l et l’ soient limite de (ay )nen. 
Alors ! = |. 

Lorsqu'il existe, l’unique réel | rendant vrai la propriété (2.1) est appelé la limite de la suite (ay )nen et 
on note 


l= lim a, ou bien | = lim, An. 
n— 00 


On dit aussi que la suite (a, )henN est convergente, ou qu’elle converge vers L. 
Preuve.- Soit € > 0. Par définition de la notion de limite, il existe no > 0 et nf, > 0 tels que 
(VEN) (n > n0 = [an —l| <e/2) ; (VWnEeN) (n>n6— [an —l| <e/2). 


Pour m = max(no,n(), il vient 
H— V1 < am — 1] +lam —lVT<e. 
D'où 
Ve>0, [—-l|<e. 


Ce qui conduit à { — l’. 
Exemple 2.3. Les suites constantes sont convergentes. 
Proposition 2.4. Toute suite (a,) € K\ convergente est bornée. 


Preuve.- Soit { la limite de la suite (a,). Pour € = 1, il existe no tel que 
VnEeN, (n>n0o— lan —Ù] <1). 
En posant Mo = maxo<ien, |an| il vient clairement 
VnenN, Ja, < max(Mo, [il] +1). 


Proposition 2.5. Pour toute suite (a,) € K\ convergente, de limite l, la suite des modules (|a,|) € R\ 
est convergente, de limite |l|. 


La preuve est directe, à partir de l’inégalité triangulaire 
VREN, [la —|i] lan —{|. 


La réciproque est fausse, comme le montre l’exemple de la suite de terme général a, — (—1)" dont la 
suite des valeurs absolues est constante. 

Cependant, pour une suite (a,) € K\ les deux assertions suivantes sont clairement équivalentes : 

1. la suite (a,) tend vers 0 ; 

2. la suite (Ja,|) tend vers 0. 


2.2. Propriétés des suites convergentes 
2.2.1. Théorème des gendarmes 


Ce théorème est spécifique des suites réelles. 


Théorème 2.6. Soit (ay)nen; (On)nen et (Uun)nen trois suites de nombres réels telles que 
VneEN, an < un < bn. (2.2) 


Si les suites (an )nen et (bn)neN convergent vers la même limite vers l, la suite (uh)\eN converge aussi 
vers L. 


Preuve.- Soit € > 0. Par définition de la notion de limite, il existe no > 0 et no > Otels queen eNona 
(WnEN) (n>no= lan -ll<e) : (MEN) (n > no = lon — 4 <e). 
D'où, pour tout n > max(no, no); les inégalités 
l—E <an <'üUn < bn <l+E, 


puis [un — | < €. 


Ce théorème est parfois appelé théorème des gendarmes, l’inégalité 2.2 étant une hypothèse d'encadrement. 


2.2.2. Propriétés algébriques 


Théorème 2.7. Soit (a,) € K\ et (b,) € K\ deux suites convergentes de limites respectives L et l'. 
Alors : 

i. la suite (ay + bn)nen converge vers + l' ; 

à. Pour tout À € K la suite (Aa, )nenN converge vers À ; 

ii. la suite (aybn)nen converge vers ll’. 


Nous commencons par énoncer deux lemmes, le premier est une remarque triviale. 


Lemme 2.8. Soit (u,) € K\ et! € K. La suite (u,) converge vers L si, et seulement si, la suite (un —l)nen 
converge vers 0. 


Lemme 2.9. Soit (u,) € K\ convergeant vers 0 et soit (v,) € K\N une suite bornée. La suite (uy A) 
converge vers (0. 


Preuve du lemme 2.9.- Soit M un réel non nul tel que 
VnenN, [un | < M. 
Pour tout € > 0, il existe no > 0 tel que 


(WREN) (n> no = lun| <E/M). 


On a alors, pour tout n > no, [unUn| < €. 
On est maintenant en mesure de prouver le théorème 2.7. 
i. Soit € > 0. Puisque { = lim, an et l’ = limy_ an, il existe no > 0 et nf, > 0 tels que 
(WmEeN) (n>n0 = lan —ll<e/2) ; (VREN) (n> no = {lb —l'|<e/2). 
En posant No = max(no,n(), il vient, pour n > No, 
lan + bn — (+0) < lan — 1} + [bn — ll <e. 
ii. On utilise le lemme 2.9 avec pour (u,)nen la suite n + a, — l et pour (v,)1en la suite constante 


nt À. La suite n + À(a, — |) converge vers 0. Comme la suite constante n + Al converge vers M, la 
suite n + Àa, converge vers Àl. 


ii. On va montrer que la suite n + a,b, — W’ converge vers 0. Or 
VnEN, ann —U = (an — ln + (On — l). 


La suite (b,)hen est bornée, car convergente. Comme la suite n + a, — | converge vers 0, le lemme 2.9 
s'applique : la suite n + (an — l)b, converge vers 0. 

D’après le ii. de ce théorème, la suite n + {(b, — l') converge vers 0. Le . du théorème entraine alors 
que la suite n + anbn — U converge vers 0. 


2.3. Composition par une fonction continue 


Bien que la notion de fonction continue soit traitée ultérieurement dans ce cours, le lecteur constatera 
qu'il n'y a pas de cercle vicieut. 


Etant donnée une suite (a, )hen une suite réelle, dont on note a(N) l’image et @ : a(N) — C, on peut 
définir la suite wo a:= (w(a»)),en. D'une manière plus générale, la suite @ o a est définie à partir d’un 
certain rang, lorsqu'il existe no tel que : Vn > no, an € def (4). On a le résultat suivant : 


Théorème 2.10. Soit (a,) € R\ convergeant vers un réel a, 1 un intervalle voisinage de a et @ : I — € 
une application continue en a. Alors la suite ÿ o a, définie à partir d’un certain rang, converge vers f(a). 


Preuve 

Définition de la suite @ 0 a. 

Comme J et voisinage de a il existe Ô > 0 tel que Ja — 0,a +6[ € I. La convergence de (a; )nen vers à 
entraine l’existence de mo tel que 


Vn> Mo, Un E la —0ô,a+ô|. 


Ainsi la suite @ o a est définie pour n > mo. 


Convergence de la suite 4 o a. 
Pour € > 0, il existe 7 > 0 tel que 


(VreEl) (x-al<n= |yp(x) - (a) <e). 
Comme (a, )nen converge vers a, relativement à min(6, 7) il existe no tel que 
(VREN) (n> no — [an — a] < min(6,7)). 


On a alors, pour tout n > no, 
lp(an) — w(a)| <E, 
ce qui prouve la convergence vers w(a) de la suite (@{(an))}n>mo: 


Donnons une application, complétant les propriétés algébriques vues ci-dessus : 


Proposition 2.11. Soit (a,) € R\ convergeant vers un réel a non nul. Alors la suite (1/a,) est définie 
à partir d’un certain rang et converge vers 1/a. 


Preuve 
Définition de la suite (1/ah). 
Comme la suite (a, ),en converge vers a %£ 0, il existe mo tel que 


Vn> mo, a—lal <u, <a+l|al. 


Comme 0 & ]a — |al ,a + [al], la suite (1/a,) est définie pour n > mo. 

Convergence de la suite ÿ 0 a. 

La fonction @ : Ja — ja] ,a + all —R, x + 1/x est continue en tout point et en particulier en 1/a. Ainsi, 
la suite wo a — (1/a,) converge vers 1/a, d’après le théorème 2.10. 


Corollaire 1. Soit (a,) € R\ convergeant vers a non nul, (b,) € R\ convergeant vers b. La suite (b, /an) 
est définie à partir d’un certain rang et converge vers b/a. 


Preuve.- On applique la proposition 2.11 à la suite (a,) et le théorème 2.7 aux suites (b,) et (1/a). 


2.4. Suites extraites et convergence 


Proposition 2.12. Toute suite extraite d’une suite convergente, de limite |, est encore convergente de 
limite l. 


Preuve.- Considérons (a,) € K\ de limite / et s une application strictement croissante de N dans N. 
Soit € > 0. Il existe no € N\ tel que 


(PREN) (n> no = lan —i] <E). 


Comme s est strictement croissante sur N, on a en particulier s (n) > n (preuve immédiate par récurrence). 
D'où, pour tout n > no, s(n) > no et |as(n) — Il < €. 


Le lecteur établira, à titre d’exercice, l'énoncé suivant : 


Proposition 2.13. Soit (a,) € K\ et l un nombre réel. Les assertions suivantes sont équivalentes : 
1. la suite (a, )nen est convergente, de limite l ; 
2. les suites des termes pairs (a2n)nen et impairs (a2n+1)neN sont convergentes et de limite l. 


Remarque.- L’énoncé précédent est faux si l’on suppose simplement les suites extraites des termes pairs 
et impairs convergentes, sans préciser qu’elles ont même limite. 


Exemple 2.14. La suite de terme général a, — (—1)" ne converge pas alors que la suite des termes 
impairs et celle des termes pairs sont convergentes. 


On peut cependant montrer par exemple que la convergence des suites extraites (a2n )nen, (&2n+1)nen et 
(a3n)nen entraine la convergence de la suite (as )»en. C’est un exercice classique. 


3. Suites monotones et suites adjacentes 


Sans compter leur importance sur le plan mathématiques, les suites étudiées dans ce paragraphe con- 
stituent de bon thèmes d’oral pour les deux épreuves. Il s’agit exclusivement de suites à valeurs réelles. 


3.1. Suites monotones 
3.1.1. Définitions et généralités 


Définition 3.1. Soit (a,) € R\ une suite. 
1. On dit que (a,) est croissante (resp. décroissante) si 


VREN, üGn <Gn+1 (TESP. An+1 < An)- 
2. On dit que (a,) est monotone si elle est soit croissante, soit décroissante. 


On vérifie que la somme de deux suites croissantes (resp. décroissantes) est encore croissante (resp. 
décroissante), que le produit d’une suite croissante (resp. décroissante) par : 

1. un réel positif est encore croissante (resp. décroissante) ; 

2. un réel négatif est décroissante (resp. croissante). 


Avec le produit, il faut faire attention au signe des termes des suites. Par exemple, le produit de deux 
suites à termes positifs croissantes (resp. décroissantes) est encore une suite croissante (resp. décrois- 
sante). Mais le produit d’une suite croissante à termes positifs par une suite décroissante à termes négatifs 
est une suite décroissante à termes négatifs. 


Remarque.- En complément aux mentions sur les signes faites ci-dessus, on peut cependant vérifier que 
toute suite monotone est de signe constant à partir d’un certain rang. 

En effet, soit (a,) € IR\ supposée par exemple croissante. Supposons que (a,) ne soit pas de signe 
constant. Alors, l’ensemble {n | a, > 0} est non vide et minoré. Soit no son plus petit élément. Comme 
(an) est croissante, on a: Vn >no, an > 0. 


3.1.2. Monotonie et convergence 


Théorème 3.2. Toute suite (a,) de nombre réels croissante et majorée (resp. décroissante et minorée) 
est convergente. Plus précisement, sa limite est le nombre 


SUPyeEN An (TES. InfneN An ) 


Preuve 
1. Supposons (a,) croissante et majorée. L'ensemble E = {a,, n € N} est non vide est majoré, par 
hypothèse : il admet une borne supérieure !. Pour tout € > 0 il existe un entier no tel que 


l—e< a, <1. 
Comme la suite (a,) est croissante et que / est un majorant de E, on a 
Vn> no l—E< Gns < An < l. 


D'où la conclusion. 
2. Le cas où (a,) est décroissante et minorée se traite en appliquant le point 1. à la suite (—a,). 


En particulier, on déduit du théorème 3.2 qu’une suite monotone et bornée est convergente. 
Le lecteur pourra établir la proposition suivante, à titre d'exercice. 
Proposition 3.3. De toute suite numérique convergente, on peut extraite une suite monotone. 


Cette suite extraite est convergente, de même limite que la suite initiale, d’après les résultats précédents. 


3.2. Suites adjacentes 
3.2.1. Définition et propriété principale 


Définition 3.4. On dit que deux suites de nombres réels (a,) et (b,) sont adjacentes si elles vérifient 
les propriétés suivantes : 

1. la suite (as) est croissante et la suite (b,) décroissante ; 

2. la suite (b} — an)nen converge vers 0. 


Remarque.- Les conditions 1. et 2. entrainent la propriété suivante 
VnREN, an <b. 


En effet, la suite (b,),eN étant décroissante et la suite (a,)nen croissante, la suite (b, — as )nen est 
décroissante. Comme elle tend vers 0 par hypothèse, elle est nécessairement positive. 


Théorème 3.5. Deux suites adjacentes (a, ) et (b,) sont convergentes et convergent vers la même limite. 
De plus, si | désigne cette limite commune, on a 


VnEN, an <<. 


Preuve. 

1. La suite (a, )henN, croissante et majorée (par bo), possède une limite {. De même, la suite (b,)nen, 
décroissante et minorée, possède une limite //. 

2. La suite (b, — an )nen convergeant vers 0 et la suite (a, )nen vers /, la suite (b,),eN converge vers l, 
comme somme des deux précédentes : on a donc ! — [’. D’après le théorème 3.2, on a 


VnEN, an <SUPmendm =1t; VRnEN, [= infyenbm < On. 


D'où la dernière assertion. 


3.2.2. Exemple d’utilisation des suites adjacentes : développement décimal d’un nombre 
réel 


Soit + un nombre réel. On rappelle que la partie entière de x est l’unique entier relatif n noté [x] tel que 
[x] < x < [x] +1. 


Théorème 3.6. Soit x un nombre réel. Les suites de terme généralun = 107” [10"x] et vs = 107”? [10°x +1] 
sont adjacentes et de limite commune x. 


La preuve s'effectue en trois points. 
1. La suite (us )nen est croissante. En effet, pour tout n E N,on a 


[10° x] < 10% < [10"æ] + 1. (3.1) 
D'où 10 {10"x] < 10°*1x < 10 ([10°x] + 1) puis 
10N02< 0e). 
le membre de gauche de l'égalité précédente étant entier. D'où, en multipliant par 107 Un+1 > Un: 
2. La suite (vn)nen est décroissante. En effet, pour tout n € N, on a les inégalités 
107%1x < [10% +1] < 10 æ +1. (3.2) 
Or 10°x < [10°] + 1 = [10°x + 1]. D'où les inégalités 
[10%+1% +1] < 10[10%x +1] +1, 
[10%+1x +1] < 10 [10° +1]. 
En multipliant par 10-"-!, on obtient le résultat v,11 < un. 
3. On dispose, pour tout n € N, des inégalités 
Un ST Un Un — Un = 10 ”. 
La première double inégalité vient des formules 3.1 et 3.2 et la deuxième de l’égalité 


(107% + 1] = [10%x] +1. 


La démonstration justifie le nom de suite décimale à 107" près par défaut (resp. par excès) donné à 
(un)nen (resp. (Un)nen). On va maintenant voir un autre aspect de ce résultat. 


Proposition 3.7. Pour tout réel x, il existe une suite (a, )nen telle que : 
LVNEN, a eN ; VneN*,0< an <9; 


2. la suite de terme général — ax107F converge vers +. 


Preuve.- On utilise les notations du théorème 3.6. Soit n € N. Posons x = u,, +r,. Il vient 
DE Fr < 107%, (3.3) 
d’après les inégalités (3.1). On a 
da = 10 Pa A0 re] 10 (000108, 0 1) 
= 10 tou Hors), 
car 10°u, = [10”x] est entier. D'où 


dia = 10 Pos 10 Or | 


On pose ao = [x] = uo et pour n > 0, an41 = [10"*1r,]. On a pour tout n € N*, 0 < a» < 9, d’après 
3.3. Une récurrence simple montre que 


VNEN, uv=ao+) y 110 "a. 


Comme, d’après le théorème 3.6 limw_,1, un = x, la suite (a,) convient. 
, + , 


Si x est un réel positif, une suite (a,) vérifiant les propriétés 1. et 2. de la proposition 3.7 est un 
développement décimal du réel x. 


Par exemple, les suites (a, )nen et (a},)nen définies par 
ao =0, VnEN*, an =9; aj=1, Vne N*, a, =0 


sont deux développements décimaux (le démontrer !) du même réel x = 1. On pose alors la définition 
suivante. 


Définition 3.8. On appelle développement décimal propre d’un réel x positif une suite (ay )nen telle 
que : 

IVMEN, a eN ; VnEN*, 0< an <9; 

2. la suite de terme général uy — ne ax107* converge vers x ; 

3. la suite (as )hen n’est pas constante, égale à 9, à partir d’un certain rang. 


Proposition 3.9. Tout réel positif possède un et un seul développement décimal propre. 


Preuve 

Existence.- Soit x un réel positif et (ar )hen le développement décimal de + construit dans la preuve de 
la proposition 3.7. Si la suite (a, )hen n’est pas constante, égale à 9, à partir d’un certain rang (as )nen: 
elle convient. Sinon, il existe no > 0 tel que 


Ang < 9 Vn > no +1, an = 9. 
Remarquons que le théorème 3.6 entraine que 
q q q 

= ji, Dhnooul0 = Etoeul0 À + Jin, Dnnnr0k1O À 
Or, pour n > no, on a 

Dinde PDO DS ON DU PSE 0 

ih 
= 9.10% (107% — 1) = 107% — 1077. 

(On utilise ici l'expression de la somme des n — no premiers termes d’une progression géométrique de 


raison 10, donnée de manière générale dans la proposition 5.6 ci dessous. Le lecteur vérifiera que les deux 
preuves sont indépendantes ou bien redémontrera la proposition dans ce cas particulier.) D'où 


= D oi0n +10. 


On définit la suite (a/,)nen par 


! ! ! 
Vn € {0,...,n0 — 1}, a, = @n ; Ang = Ano + 1 ; Vn > no, an = 0. 
Clairement, x = Y°2, 4,107 * et la suite (a, )ren convient. 


Unicité.- Soit (an )nen et (a, )nen deux développements décimaux propres du même réel x. Nous poserons 
pour tout ne N, un = > 94x10 et u, = > pa,10 À. 
Supposons, en raisonnant par l’absurde, que ces deux développements ne sont pas identiques. Il existe 


alors un entier m tel que 
VkE {0,...,;m—1}, da. — Ag ; dE Gr 


On va alors estimer la différence u, —u/, pour n <<assez grand>>. Comme (a»)nen et (a},}nen sont propres, 
on vérifie qu’il existe N > m tel que l’on ait |an — ay] < 9. On à, pour tout n > N, 


Un — Un = 107 "(am — an) + Dpem+1(ax — a%)LOTF. 
Posons B = 10 "(ar — a) et Cn = > x-my1(ax — @,)10 F. On a 
[Ca | =| TC En a,)107* < D à [ax on ap,| 107* < de ln n 107 


(en majorant les [az — a/,| par 9, sauf lan — a,| que l’on majore par 8). Or 


nl SI Sn 0 St PI re ee 


(On utilise de nouveau l’expression des sommes de termes d’une suite géométrique.) On en déduit, pour 
toutn>N, 


lus =) > Be ICS 100 le = 62110 410 2 10 


La suite (|u, — u!,|)heN ne converge donc pas vers 0. Ceci est absurde puisque (u)en et (u},)neN conver- 
gent toutes deux vers x. 


3.2.3. Exemple d’application des suites adjacentes : le théorème de Bolzano-Weierstrass 


Ce théorème est un résultat essentiel en analyse : il est notamment utilisé, pour établir certaines propriétés 
des fonctions continues. 


Théorème 3.10. De toute suite de nombres réels bornée on peut extraire une suite convergente. 


Preuve.- Soit (u,),eN une suite de réels bornée. La démonstration se fait en deux étapes. 

1. Îl'existe (an)nen et (bn)nen deux suites adjacentes telles que, pour tout n € N l'intervalle [an bu] 
contiennent une infinité de termes de la suite (un)hen : on construit les suites (a, )nen et (b»)nen par 
récurrence sur le rang n. 

La suite (un )heN étant bornée, il existe deux réels a et b tels que VEN, a < us < b. 

On pose alors ao = à et bo — b. et l’intervalle [ao, bo] contient tous les termes de la suite (un }hen. 

Soit m un entier. Supposons construit les termes (ax)o<r<m €t (bk)o<k<m vérifiant d’une part 


Vke{0,...,m}, ba; =(b—a)/2; Vke{1,...,m}, az_1 <a et bg 1 > be, (3.4) 


et d’autre part que chaque intervalle [ax, b;] contienne une infinité de termes de la suite (un )nen- 
Posons Cm = (äm + bm)/2. L'un au moins des intervalles [am, Cm] Où [Cm,bm] contient une infinité de 
termes de la suite (u, ne. 

Si c’est le cas de [am, Gn] ON Pose am+1 = Am Om+1 = Cm. On alors 


bin+1 — Am+1 — (bin — Gm)/2 — (b — der Am < Am+1 et bn+1 2 bn. (3.5) 


Sinon, [Cm] contient une infinité de termes de la suite (uy)hen et l’on pose am41 = Cm; Om+1 = bm- 
Les propriétés (3.5) sont également vérifiées. 

Ainsi peut-on construire par récurrence deux suites (as )nen et (bn)nen. Les propriétés (3.4), vérifiées 
pour tout m € N, montrent immédiatement qu’elles sont adjacentes. 


2. Il existe une suite extraite de la suite (uy)nen convergant vers la limite commune des suites (an )nen 


et (bn)neN- 
On procède également par récurrence. Posons n9 = 0 et soit m un entier. On suppose construits m entiers 


(nr)o<k<m tels que 


VkEf{1,...,m}, nr-1 <nx ; VkE{0,...,m}, ax < un, < Ok. (3.6) 


L’intervalle [am+1,bm+1] contient une infinité de termes de la suite (ur )nen et donc au moins un terme 
de rang strictement supérieur à n,,. On pose 
Nm = Mminfn EN | un E [am+1, bm+1] et N > Nm}. 


Par construction un,,,, € [@m+1:0m+1] €t Nm+1 > Nm. Ainsi construit-on par récurrence une suite 
(Un, )men extraite de la suite (us )nen. D’après la deuxième inégalité de (3.6) elle converge, vers la même 
limite que les suites (ay )nen et (bn )nen, par application du théorème des Gendarmes. 


Le lecteur pourra déduire du théorème de Bolzano-Weierstrass et de la proposition 3.3 le résultat suivant. 


Proposition 3.11. De toute suite numérique bornée, on peut extraite une suite monotone. 


4. Suites tendant vers l'infini 
Cette section concerne les suites à valeurs réelles. 


4.1. Position du problème : suite divergente 


Soit (ur)nen une suite de nombres réels. La suite (u,),eN converge si, et seulement si 
(HER) (We >0) (An >0) (WREN) (n > no — [un —-l| <E). 


A l'inverse (u,)heN ne converge pas, si et seulement si 
(VLER) (4Æ>0) (Vo >0) (AnEN) (n>noet [un —-ll ZE). 


On dira qu’une suite non convergente est divergente. 
Cette situation arrive dans plusieurs cas, par exemple 
Proposition 4.1. Toute suite non bornée est divergente. 
Preuve.- C’est la contraposée de la proposition 2.2 


Remarque.- Il ne faut pas croire que seules les suites non bornées sont divergentes. Par exemple, la 
suite de terme général (—1)" est divergente. 


Dans la suite nous étudierons un cas particulier de suite non bornée les suites tendant vers +00 ou -00. 


4.2. Suite tendant vers l’infini 


Définition 4.2. Soit (u)heN une suite de nombres réels. On dit que (us )nen tend vers +0 (resp. —co) 
si 


(Va > 0) (no > 0) (VWRE)N (n > no = Un > à) 


(resp. (Va > 0) (no > 0) (VnEN) (n > n0 = un < —a) ). (41) 


Remarque.- Il est clair que (u,)nen tend vers —o si, et seulement si (—u,),en tend vers —0o. 


Si (un)nen tend vers +00 (resp. —æ), on dit aussi que (ux)\eN admet +oo (resp. —oo) comme limite 


et l’on note 
lim un = +oo (resp. lim un = —-œ). 


n— 00 n— 00 


4.3. Propriétés 

4.8.1. Théorème de comparaison 

Théorème 4.3. Soit (uy)nen et (Un)nen deux suites numériques telles que 
VnEN, Un < Un. 


Si (üun)nen tend vers +oo (resp. (vr)nen tend vers —c ), alors (v,)nen tend vers +oo (resp. (un )nen 
tend vers —o ). 

Preuve. 

1. Supposons que (u,)Aen tende vers +oco. Pour tout & > 0 il existe no > 0 tel que 


(no > 0) (PnREN) (n> no = un > à). 


On a, a fortiori, pour tout Vn € N, n > no —= Un > à. 
2. Le cas de (u,)nen tendant vers —c se règle à l’aide du précédent appliqué à (—uy)nen- 
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4.3.2. Propriétés algébriques 


Considérons deux (uh)}nen et (vn)nen deux suites numériques. Supposons que (uy )nen (Un)nen admettent 
chacune une limite finie ou bien infinie. On dispose des tableaux de cas suivants pour les limites des suites 
(Un + Un})neN et (UnUn)neN, où les points d'interrogation symbolisent les cas indéterminés. 


Avec la somme 


Proposition 4.4. Avec les conventions précédentes, on dispose du tableau de cas suivant pour la limite 
des suites (un + Un)neN : 


lim(u, + un) | mu, —1Ù | limu, = —-o | limu, — +0 
limv, = /’ + —00 +00 

limv, = —0o —00 —00 7 

limv, = +oo +00 ? +00 


Avec le produit On notera sgn(x) le signe d’un réel x. 


Proposition 4.5. Avec les conventions précédentes, on dispose du tableau de cas suivants pour la limite 
de (UnUn)neN : 


lim(uyUn) limuy = 0 | limu, =120 | limu, = —-œ | limuy = +o 
limvy = 0 
lim, = (#0 0 sgn(l’)o0 
limv, = —00 ? — 00 
lim v» = +00 ? sgn({)o0 —00 +00 


Proposition 4.6. Avec les conventions précédentes, on dispose du tableau de cas suivants pour la limite 
de (un /Un)neN : 


lim(un/Un) limu, —0 | limu, =l1Z20 | limu, = —-c | limu, = +c 
limwy = 0 
v ne s’annule pas et ? sgn(l)sgn(v,)oo | -sgn(v, )oo sgn(v, )oo 
garde un signe constant 
limv, = #0 0 iv — sgn(l’)o0 sgn(l’)00 
limv, = —œ 0 0 ? 7 
limv, = +00 0 0 ? 
lim(uyUn) limu, = 0 | limu, 120 | limu, = —-œ | limu, = +o 
limu, = 0 ! ? 
lim, = | #0 sgn(l’)o0 
limvy = —o0 ! —00 
limvy = +00 ! +00 


Démonstrations 
1. Nous allons prouver deux des résultats concernant les propositions 4.4 et 4.5. 


i. Si limy-o0 Un = 1 £ 0 et limy_,s Un = +00 alors limy_,00 UnUn = +00. 
Nous supposerons | > 0. Relativement à € — {/2 il existe no tel que, pour tout n > no, on a | un —l |< 1/2. 
On en déduit 

Vn > no, Un > l/2. (4.2) 


Soit maintenant a > 0. Comme lim; Un = +00, il existe n{ tel que 
Vn > n0; Un > 2a/l. (4.3) 
Posons NM = max(no, nf). Compte tenue des inégalités entre nombres positifs (4.2) et (4.3), il vient 


Vn > No, UnUn > à. 


D'où le résultat. 
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1. Si lim, Un = +00 et limy_,0 Un = —0 alors limy_,0 UnUn = —0. 
Soit « > 0. Relativement à «/ — ÿ/a il existe no et nf tels que 


(VREN) (n>no>u > Va) ; (VREN) (n>n6 = vn < -Va). 


Posons No = max(no,n/). Pour n > No,ilvient uv < —V/au, et au, > à D'où, enfin uyvn < —a. 


2. Pour la proposition 4.6, on remarque que si la suite (v,) tend vers l/ Z 0 (resp. +oo), la suite (1/v,) 
est définie à partir d’un certain rang et tend vers |’ 0 (resp. 0). 

De même, si la suite (v,) ne s’annule pas (éventuellement à partir d’un certain rang) et si (v,) tend 
vers 0 en gardant un signe constant alors la suite (1/v,) est définie est définie et tend vers —c ou 
+00 selon le signe de la suite (v,). 

On applique alors la proposition 4.5. aux suites (u,) et (1/v,). 


5. Quelques exemples classiques de suite 


5.1. Introduction : suites récurrentes du premier ordre 


Définition 5.1. Une suite (u,) € K\ est dite récurrente du premier ordre si, et seulement si existe un 
réel à et une application f définie sur une partie E de K et à valeurs dans cette même partie telle que 


w=a VnEN,un:1 = f(un) (5.1) 


Si l'application f est définie sur K par f(x) — ax +b, où a et b sont deux nombres complexes, la suite est 
dite récurrente linéaire. Les suites arithmétiques et les suites géométriques, définies ci-dessous, en sont 
deux cas particuliers : leur importance pratique justifie une étude à part. 


Pour chacun de ces types de suites nous préciserons le terme général, la somme des (n+1) premier termes 
(utile dans les exemples d’interventions de ces suites) et ferons l’étude de la convergence. 
5.2. Suites arithmétiques 


Définition 5.2. Une suite (uy )heN est appelée suite arithmétique si, et seulement si existe deux nombres 


complexes a et «à tels que 
u=a VEN, un41 = Un + a. (5.2) 


Le nombre a s'appelle alors la raison de la suite. 


Proposition 5.3. Soit (u,)heN une suite arithmétique de raison a et de terme de rang 0 égal à a. 
1. Le terme général u, de la suite s'écrit uy = na + à. 
2. La somme S, des (n + 1) termes vaut 


n n(n +1 
Sn =), Uk = "ut, (n + Lja. 


Preuve.- Les deux se font par récurrence. 
1. Le résultat est vrai pour n = 0. Soit n un entier. Si u, — na + &, on a, par définition 


Uni = Un +ta=na+ata—=(n+lja+a. 


2. Le résultat est vrai pour n — 0. Soit n un entier. Si S, — ne +(n+1)a, on a 


Sn+1 = ED 4 (04 Da +uu = (En +2) a+ (+ 2) 
L (ED) a + (n + Do 


Une suite arithmétique est donc constante si, et seulement si, sa raison est nulle. Dans le cas contraire, 
on dispose du théorème 5.4, conséquence immédiate du point 1. de la proposition 5.3. 


Théorème 5.4. Une suite arithmétique réelle (id est (a, a) € IR?) tend vers +oo si, et seulement si, sa 
raison est strictement positive et tend vers —œ si, et seulement si, sa raison est strictement négative. 
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5.3. Suites géométriques 


Définition 5.5. Une suite (u, ),EeN est appelée suite géométrique si, et seulement si existe deux nombres 
complexes a et à tels que 
u=a@ VnEN,Un+1 = Gun. (5.3) 


Le nombre a s’appelle alors la raison de la suite. 


Remarque.- Si la raison a d’une suite géométrique (u,)nen est égale à 1, cette suite est alors arithmé- 
tique de raison nulle. Elle est donc constante, égale au terme de rang 0. 


Proposition 5.6. Soit (u:)nen une suite géométrique de raison a et de terme de rang 0 égal à a. 
1. Le terme général u, de la suite s'écrit un = aa”. 
2. Si la raison a est différente de 1, la somme S$, des (n + 1) termes vaut 


= ».. u = a(1— a"#1)/(1 — à). 


Preuve.- On procède par récurrence. 
1. Le résultat est vrai pour n = 0. Soit n un entier. Si u, = aa”, on à, par définition 


Un+1 = dun = da", 


2. Le résultat est vrai pour n — 0. Soit n un entier. Si S, = a(1 — a"*1!)/(1 — a), on a 


s 1—a"tl . 1—-att+antt(i a) 1— a"? 
RU = A ——— = QE ————— —— = à — 
- er 1— a TE 


Théorème 5.7. Soit (u,)AeN une suite géométrique de raison a et de terme a de rang 0 non nul 
1. Si ja] > 1 la suite (un )neN est divergente. 
En particulier si (a, a) € R? et si a > 1, elle tend vers +oo si a > 0 et vers —œ si à < 0. 


2. Si |a| < 1, Ola suite (us )nen est convergente et de limite nulle. 


3. Si a = 1, la suite (u»)nen est constante et si a — —1, elle est divergente. 


Remarque.- Si a est négatif, on à un+1 = aa"T1 = (—1)æla|u,. Deux termes consécutifs de la suite 
(Un)nen sont de signes contraires : on dit que la suite est alternée. 


Preuve 
1. Traitons d’abord le cas |a| > 1. On pose |a| = 1+h, avec h > 0. On montre alors, soit par récurrence, 
soit à l’aide de la formule du Binôme de Newton que 


VneN, Juil =/|alla” > /|a|(1+nh). 


Or toute suite arithmétique de raison À > 0 est positive, tend vers +00. La suite (a"),en n’est pas bornée, 
puisque la suite des valeurs absolues (|a|”)hen tend vers +00. la suite (a")»en est donc divergente. 

En particulier, si («,a) € R? et a > 1, on a u = a|a|” et la suite tend vers sgn (a) co. 

2. Pour a — 0, la suite (uw, )nen est la suite nulle. Supposons donc 0 < [a] < 1. Il est clair que la suite 
(|1/al")nen tend vers +00 d’après le point 1. Donc la suite (|a|")1en tend vers 0 et il en est de même de 
la suite (aa” )hen. 


3. Le cas a = 1 à été traité en remarque ci-dessus et dans le cas a = —1, on à uw, = a(—1)", suite non 
convergente selon des remarques antérieures. 


5.4. Suites récurrentes linéaires du premier ordre 


Rappelons la définition, vue en début de paragraphe. On se limitera ici au cas des suites réelles, pour 
des raisons d'interprétation graphique. 


Définition 5.8. Une suite (u, }nen est appelée suite récurrente linéaire du premier ordre si, et seulement 
si existe trois réels a, b et «à tels que 


um =a VnEN,unr1 = aun + b. (5.4) 
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Remarques 

1. Si a = 1, on retrouve le cas des suites arithmétiques et si b — 0, celui des suites géométriques. 

2. Interprétation géométrique. Soit D, 3 la droite d’équation y = ax + b et D la droite d’équation y = x. 
Le point de coordonnées (wo, u1) est situé sur la droite D, 5. On place graphiquement uw; sur l’axe des x 
en recherchant le point d’intersection de la droite d’équation y = u, et de la droite D. L’abscisse de ce 
point est u1. Plus généralement, si pour un entier n les termes u1,..., u, sont placés sur l’axe des x, on 
placera u,+1 de manière analogue à celle décrite pour uw1. 


Proposition 5.9. Soit (u,),eN une suite récurrente linéaire de terme général donné par la relation de 
réCUITENCE Un+1 = Gun + b, avec a À 1, de terme de rang 0 égal à à. 
1. Le terme général de la suite (uy)nen s'écrit 


Un = (@ (5.5) 


2. la somme $, des (n + 1) termes vaut 


b 1 a"t1 b 
QE ph), 
1-a 


S D D put — (a T4 


1-a 


Preuve.- Une première idée consiste à procéder par récurrence, en cherchant les premiers termes uw, 
u2 puis S1, S2 pour deviner la forme des termes généraux. Nous poposons ici la méthode classique qui 
consiste à se ramener au cas des suites géométriques. On cherche s’il existe un réel B tel que la suite 
de terme général v, — un — B soit géométrique de raison a. Comme uy}1 — aun + b on obtient les 
équivalences, pour tout n € N, 


Uns1 — B = a(un — B) & aun +b — B = alu — B) & b = B(1—- a). 


Comme a est supposé différent de 1, il vient l’existence (et l’unicité) de 8 = b/(1 — a). La suite (u, )nen 
est géométrique de terme de rang 0 égal à uo — 5 — a — B et de raison a. La proposition 5.6) donne alors, 
pour tout n EN, vw, = (a — Ba” d’où u, = (a — Bja" +5 = aa" + B(1 — a”). 

On à alors 


Sn = Dour = Xo(vr + 8) = Eyeovk + (n+1)8 = (a — 8) 


la dernière égalité venant de nouveau de la proposition 5.6. 


(—a"tt) 


+ (m+1)8, 


Remarque.- Le point de coordonnées (5,86) est le point d’intersection des droites D, et D. On 
remarque que si up — B la suite (u,)heN est constante. 


Théorème 5.10. Soit (u»)neN une suite récurrente linéaire de terme général donné par la relation de 
réCUITENCE Un+1 — Gun + db, avec à 1, de terme de rang 0 égal à a. 

1. Si uo = b/(1 — a), la suite (un)nen est constante. 

2. Si uo Z b/(1 — a), deux cas se présentent : 

2.1. soit [a] > 1 alors la suite (un )heN est divergente ; 

2.2. soit [a] < 1 alors la suite (un )}hen est convergente, de limite b/(1 — a). 
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Preuve.- Ce théorème se déduit de l’expression 5.5 et des théorèmes sur les suites géométriques. Posons, 
comme ci-dessus, 8 — b/(1 — a). 

1. Si uo — 5 on a, pour tout n, un = B. 

2.1. Si Ja] < 1, la suite géométrique (a”),en tend vers 0 et donc la suite (un )nen vers 8. 

2.2. Si Ja] > 1, la suite géométrique (a”),en diverge et il en est donc de même de la suite (uy }neN- 


5.5. Suites récurrentes linéaires du second ordre 
5.5.1. Définition et premières propriétés 


Définition 5.11. Une suite (u, )neN est appelée suite récurrente linéaire du second ordre si, et seulement 
si existe (a, B) € C? et (a, b) € C? tels que 


uo = @ U = P, 
VnEN, Un+2 = bun+1 + Un. (5.6) 
On considère l’ensemble S,, des suites vérifiant la relation 5.6 
Proposition 5.12. L'ensemble S,, est un C-espace vectoriel de dimension 2. 


Preuve. 
i. Sas est un sous espace vectoriel de CO“, 
En effet, la suite nulle vérifie 5.6. Soit ((ux) ,(v)) € S£, et À € C. Posons (w») = À (un) + (ur). On à 


Vn € N, Un+2 — bun+1 + AUn, Un+2 — bun+1 + Un. 
Il vient immédiatement 
VnEN, Uns2 + Aunso = b(un+1 + AUn+1) + a (un + ÀUn), 


soit Vn EN, wni2 = awn+1 + bwn. 
ii. L'application @ : Sup— C?, (un) + (wo, 1) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 
En effet, la définition des opérations algébriques sur C\ rend linéaire. Avec les notations du i. 


p((un)) = (wo, w1) = (uo + Avo, ui + Avi) = (uo, u1) + À (vo, Àu:), 
= p((un)) + A4 ((un)) : 


De plus 


P ((un)) 0 uo ui 0 Vn € N, Un — 0, 


comme le montre une récurrence facile à partir de la relation 5.6. 
Ainsi 5,0 et C? sont deux espaces vectoriels isomorphes. En particulier, S, 5 est de dimension 2. 


5.5.2. Expression du terme général d’une suite récurrente linéaire du second ordre 


On considère, dans la suite (a,b) € C? fixé. On va déterminer une base de $,, constituée de 2 suites 
dont les termes généraux sont d'expressions simples. 


Traitons d’abord du cas particulier a = b = 0. On a alors 
Sa,b — {(un) € ei [Vn Z 2, Un = 0}, 


comme le montre une récurrence simple à partir de la relation 5.6. Une base de S,% est alors constituée 
des deux suites (a,) et (B,) telles que 


ao = 1, ai = 0, Vn > 2, An = 0 ; Bo = 0, B1 = 1, Vn > 2, Br=.0; 


Considérons (a,b) € C?\{(0,0)}. Compte tenu de la forme de la relation 5.6, la recherche de suites 
géométriques semble pertinente, comme le montre le calcul ci-dessous. On suppose qu’il existe une suite 
géométrique (r”) de raison r non nulle dans $, 5. On a alors 


VnenN, 772 = brttl+ art. (5.7) 


D'où, puisque r £ 0, 
7? — br — a = 0. 


Cette équation est appelée équation caractéristique de S45. On peut énoncer le : 
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Théorème 5.13. Soit (a,b) € C? avec a Z 0 ou b Z£ 0, S, l’ensemble des suites vérifiant la relation de 
récurrence 
VnEN, un49 = buy + au» 


et soit l'équation caractéristique associée 
r?—br-a=0. (5.8) 


Alors : 
i. Si À = b? + 4a Z 0, on note r et r2 les deux racines disctinctes de l'équation 5.8. Une base de Sab 
est formée des deux suites (r?) et (r3). De plus pour toute suite (u,) € Sy on a 
U1 — UoTri 

me à ee 

7271 T2 — T1 

ii. Si À = b? + 4a = 0, on note ro la racine double de l'équation 5.8. Une base de S, 4 est formée des 
deux suites (r$) et (nrÿ). De plus pour toute suite (u,) € Six on a 


u] 
Gun) un (8) + (EE un) (nr) 
0 
Preuve. 
i. L’équation 5.8 possède deux racines disctinctes r, et r2, les suites (r7) et (r}) appartiennent clairement 
à Sao (la relation 5.8 entraine 5.7). De plus, pour tout (X,u) € C?, on a 


nr n\ _—_ À+u=0 —= ___ 
x6) +468 =0s LL + Az 0 


puisque le déterminant du système linéaire est non nul. 
Pour une suite (un) € Sub, il existe (À, u) € C? tel que (un) = A(r%) +u(r£). I vient 
À +u = %o UoT2 — U1 U1 — UoTi 
Un) = À(TT) +u(rs) = D À =, = ————. 
CHPETHET TIC) SMS PE 4 
ü. L’équation 5.8 possède une racine double ro — b/2. On note que l’existence d’une racine double 
impose b 0. Aïnsi ro est non nul. La suite (rf) appartient à S,4. Il reste à trouver un autre élément 
simple, pour former une base de S, 4. 
Comme racine double de l'équation 5.8 p, ro est également racine de 2r — b— 0. Ainsi 


D'où, en multipliant la première ligne des égalités précédentes par n, 
VneN, (n+2)r8t?=b(n+1)r9tl +anrg. 
Ainsi, on justifie l'appartenance de la suite (nr&) à 5,3. De plus, pour tout (À, u) € C?, on a 


1=0 


ne = 0 = À}=yu=0, car ro Z 0. 


À(rÿ) + (ur) = 0 > Ÿ 


Pour une suite (u,) € Sas, il existe (À, u) € C? tel que (u,) = À (r%) +u(nr®). Il vient 


À = ü9 Uu] 
> À =u = — — Up. 
do + Lo = ui 0; A ro 0 


(un) = À(r8) + pr (nrg) + { 


Remarque.- Le théorème 5.13 joint aux résultats sur les suites géométriques, permet d’étudier la con- 
vergence des éléments de 5,5. 


6. Annexe : vocabulaire pour la comparaison entre les suites 


Cette section est écrite pour des suites numériques. Le lecteur pourra à titre d'exercice étudier les (faibles) 
modifications à faire pour passer aux suites à valeurs complexes. 
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6.1. La relation de domination 


Définition 6.1. Soit (u,) € R\ et (v,) € R\. On dit que (u,) est dominée par (v,) s’il existe K € R* 
et no € N\ tels que 
Vn>no, lunl < K lu]. 


Notation.- Si (u,) est dominée par (v,), on notera u, — O(v,) ou encore uy = 0 (Un) s’il y avait, 
N—+0 


par exemple, ambiguïté avec un autre paramètre dont u, ou v, dépendrait. 
Exemple 6.2. Pour les suites (n°) et (n°) (a et b réels) on a n° = O(n?) si et seulement si a < b. 


On peut considérer la relation O comme une relation binaire sur les couples de suites. Cette relation est 
réflexive et transitive (preuve facile). De plus : 


Proposition 6.3. Soit (un)nen, (Un)neN, (Wn}nen et (tn)neN quatre suites numériques et ER. 
1. Si un = O(w,) et vy = O(w,), alors uy + vn = O(w,) et Auy = O(w,). 
2. Si un = O(wn) et Un = O(tr) alors unvn — O(Wntn)- 


Remarque.- Attention : dans les mêmes conditions il est en général faux que l’on ait un + Un — 
O(wn +tn). Trouvez un contre-exemple ! 


6.2. La relation de prépondérance 


Définition 6.4. Soit (u,) € R\ et (v,) € R\. On dit que (u,) est négligeable devant (v,) ou que (v,) 
est prépondérante devant (u) si 


Ve > O, no EN, Vn EN, (n > no = unl < € lunl). 


Notation. Si (u,) est négligeable devant (v,) on note u = o(v,) ou encore uw} = °. (Un). 
n— +00 


Exemples 6.5. 
1. Onan®=o(n?) si et seulement si a < b. 
2. Pour tout triplet (@, a,b) de réels aveca>0,a>0etb>1,;ona 


(nn)* = o(n”) ; n°=0o(b") ; b° = o(n!). 


Comme pour la relation de domination, la relation o est une relation binaire sur les couples de suites. 
Cette relation est transitive (preuve facile) et de plus : 


Proposition 6.6. Soit (ur)nen; (Un)neN; (Wn)nenN et (tn)}neN quatre suites numériques et ER. 
1. Si un = o(wh) et vn = o(w,), alors un + Un = o(w,) et Aun = o(wn). 


2. Si un — O(Un) et Un — O(tn) alors Un = O(Wntn). 


Remarque.- Attention : dans les mêmes conditions il est en général faux que l’on ait u,+vn — o(wy+tn). 
Ici aussi, trouvez un contre-exemple ! 


La proposition 6.6 se démontrera par exemple à l’aide de la caractérisation suivante de la relation de 
domination. On prend d’ailleurs parfois cette caractérisation comme définition. 


Proposition 6.7. Soit (u,) € R\ et (v,) € R\. Sont équivalentes : 
1. Un = O(Un) ; 
2. Il existe une suite w, telle que lim:_,} wn = 0 et, pour n assez grand, Un = Un Wn. 


Preuve. 
[1 = 2] 
Définition de w,.- On pose, pour tout n E N, 


Si un — 0 alors w, — 0, sinon wy = Un/Un. 
Pour € = 1, il existe mo € N tel que 
Vn EN, (n 2 Mo > lun | < [Un|) - 


On remarque que, pour tout n > Mo, On à Un = WnUn puisque si v, est nul u, l’est aussi. 
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Convergence de w,.- Soit € > 0. Il existe no € N, que l’on peut prendre supérieur à mo, tel que 
VnEN, (n > mo — luil <elvl). 


D'où (que v,, soit nul ou non) 
VnEN, (n > mo — lun] <E). 


2 = 1] Il existe mo € N tel que Vn > mo, Un = UnWn. Soit € > 0. Comme (w,) tend vers 0, il existe 
no € N, que l’on peut prendre supérieur à m9 tel que 


VnEeN, (n > mo — lun] <E). 


Comme, pour tout n > Mo, Un = Vnwn, on en déduit 


Vn € N, (n 2 Mo lun | < eftl): 
Remarque.- En particulier, si (v,),en ne s’annule pas à partir d’un certain rang, on a u, — o(v,) si, et 
seulement si, limy_+50 Un/Un = 0. 
6.3. La relation d’équivalence 


Définition 6.8. Soit (u,) € R\ et (v,) € R\. On dit que (un) est équivalente à (v,) si la suite 
(Un — Vn})neN est négligeable devant la suite (v,). 


Notation.- Si (u,) est équivalente à (v,), on notera uw, + v, ou encore uy À Uni 
Nn— +00 


Exemple 6.9. Formule de Stirling : n! + n"exp(—-n)v27n. 
La caractérisation suivante de l’équivalence est parfois prise comme définition : 


Théorème 6.10. Soit (u,) € R\ et (v,) € R\. Les deux propositions suivantes sont équivalentes : 
1. Un © Un ; 
2. Il existe une suite (0,) € R\ telle que limy_1% 0n = 1 et, pour n assez grand, un = OnUn. 


Preuve - On utilise essentiellement la proposition 6.7. On a en effet 


Un Un Un — Un = O(Un); 


n—+00 


8 uw, € K\ ( lim w, — 0 et un — Un — Wnvn (pour n assez grand) , 


LA 


wn € K\ ( lim w, —0 et un = (1+w,)v, (pour n assez grand) | 


n—+00 


On pose 0, = 1 + w», pour tout n € N. 
Donnons deux conséquences directes. 


Corollaire 2. Soit (u,) € R\ et (v,) € R\. On suppose que u, — v, et que (v,) possède une limite l 
pour n — +co. Alors (u,) possède la même limite | pour n — +0. 


Il faut se méfier de vouloir écrire une réciproque à ce résultat. On vérifie facilement que si (u,) et (v,) 
possèdent la même limite /{ non nulle, alors uw, = v,. En revanche si (u,) et (v,) tendent toutes deux 
vers 0 ou vers +co, elles n’ont aucune raison d’être équivalentes. 


Corollaire 3. Soit (u,) € R\ et (v,) € R\. On suppose que (v,) ne s’annule pas à partir d’un certain 
rang. Alors (u,) est équivalente à (v,) si et seulement si lim,y_1 Un/Un = 1. 


Théorème 6.11. La relation <<(u,)hen est équivalente à (vw, )nen >> est une relation d'équivalence sur 
les suites. 


Preuve - On utilise essentiellement la proposition 6.10. Soit (u,), (v,) et (w,) trois suites numériques. 
i. La relation = est réflexive. En effet u, — un — 0 = o(u). 

ii. La relation = est symétrique. En effet, si u,  v, il existe une suite (0,,) telle que lim, 0h = 1. 
et, pour n assez grand, uy = 0hvn. On a alors, pour n assez grand, v, = 0; lu, (puisque (8,,) ne s’annule 
pas pour n assez grand). Comme lim,_,1% 0, !=1 (cf. proposition 2.11) on a v, + un. 

ii. La relation + est transitive.- En effet, si u, © v, (resp. v, © wh), il existe une suite (4,) (resp. 
(’,)) telle que lims_#5 On = 1. (resp. lims_44 07 = 1) et un = OnUn (resp. Un = 0 Un) pour n assez 
grand. Alors, pour n assez grand, un = 00, un avec limy_}00 0n0,, = 1 (cf. théorème 2.7). 
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Proposition 6.12. Soit (us), (Un), (un) et (t,) quatre suites numériques. Si u, © wy et Un © tn alors 
UnUn © Wntn: 


La Preuve est immédiate, notamment grâce à la proposition 6.10. 


Remarque.- Attention : dans les mêmes conditions il est en général faux que l’on ait, Un + Un © Wn +tn. 
Trouvez un contre-exemple ! 


On peut énoncer d’autres résultats concernant la composition de suites avec des fonctions classiques. Il 
faut en retenir qu’ils sont assez délicats. Donnons un exemple : 


Proposition 6.13. Soit (u,) € R\ et (v,) € R\. On suppose que u, = v, et que (v,) possède une 
limite | € R, différente de 1. Alors les suites (nu) et (Inv,) sont définies à partir d’un certain rang 
et vérifient nu, = Inv,. 


Preuve. 

i. Sil € R*, alors la suite (u,) tend aussi vers ! d’après le corollaire 2. Comme / est non nulle, 
les suites (Inu,) et (Inv,), quitte à les tronquer de leurs premiers termes, sont à valeurs dans R*. 
Le théorème 2.10 entraine que (Inu,) et (Inv,) tendent chacune vers In{ 0, puisque { 1. Alors 
lim, (nu,)/Inv, = 1etlinu, = Inv,. 

ii. Si l — +00, il existe une suite (4,) telle que, pour n assez grand, on ait uw, — 0,v, et limy_+60 On = 1. 
Comme (u,) et (8,) sont strictement positives, (v,) strictement supérieure à 1 pour n assez grand, il 
existe mo € N tel que 


In 6, 
Vn > mo, nu, =In0, +Inv, = nv (1+ = 
In v, 


Posons 0}, — 1+(1n4,)/Inv,. Comme lim, +, In0, = 0et lim, nu, = +oo,onalim, 1 07 =1 
et muy © In. 


Remarques. 

à. Avec les notations de la proposition 6.13, toutes les situations peuvent se produire si lim,_,19 Un = 1. 
Par exemple, si un = 1+1/(n+1)etv, = 1 (resp. vn = 1+1/Vn +1) pour tout n on a lnu, = o(Inu,) 
(resp. nu, — o(Inv,)). Le lecteur pourra imaginer des situations où les suites (u,) et (v,) ne sont pas 
comparables. 

ii. L'hypothèse u, + v, n’entraine pas en général un résulat semblable sur l’exponentielle des suites 
(un)nen et (Un)neN, comme le montre le contre-exemple des suites (n?)hen et (n? +n),en. Cependant 
on à le réusltat suivant. 


Proposition 6.14. Soit (u,) € R\N et (v,) € R\. On a exp(u) — exp(v:) si, et seulement si 
limy_+00 (Un — Un) = 0. 


Preuve. 
i. Supposons exp(u,) — exp(v,). D'après le théorème 6.10 il existe une suite (0,) € R\ telle que 
limy_100 0n = 1 et exp (un) = Un exp (Un), pour tout n € N. L'égalité précédente entraine que la suite 
(d,) est à valeurs strictement positives. D'où 

VneN, u, =In0, + 
avec limy_+50 In (4h) = 0. 
ii. Réciproquement, si lim,_+60 (Un — Un) = 0, posons wy = un — vh, pour tout n € N. On a alors 


VnEN, exp(u,) = exp (wa) exp (vw), 


avec limy_+5 exp (wn) = 1. D'où exp (u,) + exp (v,). 
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NOTIONS DE LIMITE 
PLC1-Mathématiques pour une fonction de la variable réelle 
Auteur : A. Delcroix Application à l’étude des branches infinies 


1. INTRODUCTION 


On a rassemblé dans ce document les diverses notions de limites qu’on est susceptible de rencontrer dans 
l'étude d’une fonction de la variable réelle : limite (sous entendue finie) en un point a € R, en + et en 
—0, fonctions tendant vers +oo ou —co. 


Lorsqu'on réalise un tel document pour la préparation de l’écrit, la question du cadre mathématique 
choisi ne se pose guère. Tout invite à se placer au niveau du programme complémentaire, ce qui revient 
à celui usuellement enseigné en L1/L2 ou en DEUG. Des nuances peuvent cependant être apportées aux 
choix faits. Pour l'oral, la question mérite une analyse plus fine. Ceci est discuté de manière plus fine 
dans la sous section ci-dessous. 


1.1. Choisir un cadre 


La première difficulté à laquelle on est confronté dans la préparation d’un exposé d’oral 1 du CAPES est 
celui du niveau auquel on se place. Voici quelques approches. 


(1) La première consiste à se restreindre au niveau du programme des classes du secondaire. Les déf- 
initions formelles de la notion de limite en <<pour tout € > 0, il existe 7 > 0 >> sont proscrites à ce 
niveau. Mais, dans leur dernière évolution, les programmes réintroduisent dans les sections scientifiques 
des définitions quasiment rigoureuses (en singeant en langue quotidienne la définition formelle). Cela 
constitue un progrès sur le plan de la rigueur par rapport au stade précédent. En effet, on y définissait la 
notion de limite en terme de condition suffisante, par comparaison avec des fonctions de référence. Par 
exemple, comment alors prendre la négation de la propriété “f possède une limite { en a” ? Cependant, 
les manipulations de la définition actuelle restent très limitées et assez peu efficaces, dans le contexte 
d’une leçon d’oral 1. Pour en revenir à l’exemple déjà cité, prendre la négation d’un énoncé en langue 
quotidienne est plus difficile que prendre celle de son équivalent formalisé. Il est donc finalement assez 
piégeux de se placer à ce niveau. On déconseille donc cette approche. 


(2) On à donc choisi ci-dessous de faire appel aux ressources du programme complémentaire et on utilise 
la définition de début de DEUG. Par exemple, pour la notion de limite en un point, on suppose donnés 
un intervalle 7 contenant a, non réduit à a, f une fonction définie sur 1 sauf éventuellement en a. On 
dit que { est limite de f pour x tendant vers a si l’on a 


(Ve > 0) (Bn>0) (Vrer) (0</r-a <n=lf(x)—1l<e). 


(3) Une variante (pour les limites en un point a € R) consiste à introduire la notion de limite suivant une 
partie. L'avantage est que les notions de limite, de limite à gauche, de limite à droite tombent comme 
autant de cas particuliers : c’est ce que nous faisons ci-dessous mais c’est un choix que l’on peut contester. 
(4) La démarche, décrite en (2) ou en (3) présente également l’avantage d’unifier la préparation à l'écrit 
et à l'oral. 

(5) Remarquons que dans ces approches les notions de limites en + et en —c (ou de fonctions tendant 
vers +00 où vers —0o) sont abordées à part, alors qu’il s’agit fondamentalement du même concept. Mais 
une approche plus générale de la notion de limite (par exemple à l’aide de notions topologiques comme 
celle de voisinage) qui unifie les différents cas semble trop ambitieuse (et hors programme) dans le cadre 
du CAPES. Elle risque de conduire dans certains cas au hors sujet, ne serait-ce que par l'intitulé actuel 
des sujets d’exposés forcément limitatif. 


On détaille ci-dessous la notion de limite finie en un point de R pour des fonctions à valeurs réelles ou 
complexes et on donne les principales propriétés. Un complément sera apporté pour les fonctions tendant 
Vers TOC. 


On aborde ensuite la notion de limite finie en +o (ou en —æ) puis de fonctions tendant vers to en 
laissant en général les démonstrations en exercice lorsqu'elles sont une simple adaptation de celles du cas 
précédent. 


Enfin, les conséquences sur la représentation graphique de la fonction sont données : c’est l’étude des 
branches infinies. 


1.2. Notations et rappels 


Nous rappelons ci-dessous quelques notions concernant la topologie (le mot est bien grand !) de R 
essentiellement pour fixer les notations et les concepts utilisés dans la suite. Nous supposerons connues 
les propriétés usuelles des intervalles de R et les notions classiques sur les fonctions : ensemble de 
définition, opérations sur les fonctions, composition des fonctions et fonction réciproque. 


Notation.- On notera R l’ensemble RU {—c, +0}. 


Définitions 1. Soita€e R. 

(i) Sia€eR, On dit qu’un intervalle TI est voisinage de a s’il existe un intervalle ouvert J contenant a et 
et inclus dans I. 

(ii) Si a = +o (resp. a — —c) on dit qu’un intervalle I est voisinage de à s’il existe un intervalle du 
type ]b,+oo![ resp. ]-—-co, b[ inclus dans I. 


Par exemple, pour tout £ > 0 et tout a € R, l'intervalle du type Ja — €, a + el est voisinage de a. Tout 
intervalle voisinage de + est de la forme Ja, +oo[ ou bien [a, +oo|. 


Définition 2. On dit qu’un point a est intérieur à une partie B deR s'il existe un intervalle J, voisinage 
de a inclus dans B. 


En particulier, tout point d’un intervalle ouvert Z est intérieur à 7. D’une manière plus générale, pour 
un intervalle Î quelconque, seule une borne (lorsqu’elle existe) n’est pas un point intérieur. 


Proposition-Définition 3. Soit À une partie de R et a un réel. Les deux assertions suivantes sont 
équivalentes : 

(1) Il existe une suite (as )nen de points de À qui converge vers a ; 

(2) Tout intervalle ouvert I, voisinage de a, contient un point de À (autrement dit, l'intersection de À 
et de T n’est pas vide). 

S'il l’une des assertions précédentes est vérifiée on dit que a est adhérent à À. 


En particulier, tout point de À est adhérent à A. Pour un intervalle 7, sa borne inférieure (resp. 
supérieure), lorsqu'elle existe, est un point adhérent à À. On notera À l’ensemble des points adhérents 
à À. Cet ensemble est appelé l’adhérence de A. 


Preuve de la proposition-définition 3. 

[1 = 2] Soit J un intervalle ouvert voisinage de a. il existe J un intervalle (on vérifie qu’on peut le prendre 
de la forme Ja — €,a + ef, avec € > 0) tel que à € J C I. Considérons alors une suite (ay )nen de points 
de À qui converge vers a. Il existe donc no € N tel que 


VnEN, (n > n0 — [un — al <E). 


En particulier, on a [un, — a] < € et le point u,, convient. 


[2 = 1] Pour tout n € N, l'intervalle 7, —]a — 1/(n +1),a+1/(n + 1)[ est voisinage de a : il existe donc 
par hypothèse un réel a, tel que a, € 1, N A. La suite (a, )heN ainsi construite converge vers a, car 
Vn EN, [an — a] <1/(n +1). 


2. LIMITE EN UN POINT DER 


2.1. Définition et premières conséquences 


Soit À une partie de R, a un réel adhérent à À et f une fonction à valeurs réelles (resp. complexes) dont 
l’ensemble de définition contient À. 


Définition 4. On dit qu’un réel (resp. complexe) l est limite de f pour x tendant vers a, x appartenant 
à À, ou que f tend vers | pour x tendant vers a, suivant À si l’on a 


(Ve > 0) (An >0) (VxEe À) (fx—-al <n—/|f(x)—-l <e). (2.1) 


Remarques 

(1) Si a € A\A alors À contient au moins une suite tendant vers a, ce qui donne un sens à la définition. 
(2) Si a € À et si f possède une limite pour x tendant vers a suivant À, alors f est définie en a et on a 
nécessairement f(a) = L. 


En effet x — a réalise les deux conditions + € À et | æ — a [< mn, pour tout m > 0. On en déduit 
Ve > 0,] f(a) —1[<e. D'où f(a) — 1. 


Proposition-Définition 5. Soit f une fonction à valeurs réelles (resp. complexes) définie sur A. Soit 
let l’ deux réels (resp. complexes) tels que | et l’ soient limite de f pour x tendant vers à, suivant A. 
Alors | — |’. 

Lorsqu'il existe, le réel (resp. complexe) l vérifiant la propriété 2.1 sera appelé la limite de f pour x 
tendant vers a et on le notera 


lim, f(x) ou bien  limy_areA f(x). 


Preuve.- Nous donnons deux démonstrations de ce résultat. 
1. Une preuve par l’absurde.- Suppposons { £ l’. Pour € — |’ — 1] /3 (qui est par hypothèse strictement 
positif), il existe 7 > 0 et 7 > 0 tels que 


(Ve À) (x-al <n=|f(x)-1l<e) ; (Vre À) (x-al <= |f(x) -l|<Ee). 
Comme a € À, il existe x € À tel que | x — a |[<inf(n,n/). Pour un telx on a 


1 < |f(e) 11 + |f(e) — < 2e = 21 — 1/8. 


Ce qui conduit à une absurdité. 
2. Une preuve directe.- Pour € > 0, il existe 7 > 0 et 7” > 0 tels que 


(Vz € À) (fx -al <n=|f(x) -1| <e/2) ; (Vxe À) (x — al <n = |f(x) — 1] <e/2). 
Comme a € À, il existe x € À tel que | x — a [< inf(m,n/). Pour un tel zona 
HP <If(x)-Fl+ 1) -l<e. 


Donc 
Ve>0, [—-l|<e. 


D'où { — l'. 


Remarques.- L'existence d’une limite et les propriétés liées à cette existence sont locales, comme le 
montrent les propositions suivantes (qui peuvent être omises dans une leçon d’oral). 


Proposition 2.1. Soit I un intervalle voisinage de a, | un nombre réel (resp. complexe) et f une fonction 
à valeurs réelles (resp. complexes) définie sur A. Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) La fonction f tend vers | pour x tendant vers a suivant À ; 

(2) La fonction f tend vers | pour x tendant vers a suivant AN I. 


Preuve 
[1 = 2] C’est immédiat. Pour € > 0, il existe 7 > 0 tel que 


(Vze À) (Ir-al <n—=]|f(x) -ll<e). 
À fortiori, ona: (Vxe AN) (fx-al <n—/|f(x)—-l|l<e). 


[2 = 1] Comme J est voisinage de a, il existe à > 0 tel que l’intervalle ]a — @, a + al soit inclus dans Z. 
Soit € > O, il existe 7 > 0 tel que (Vx € ANT), (fx — al <n = |f(x) —-i] <e). 
Posons 7” = min(a, n) et considérons x € À tel que x — a] < 7. On ax ela-a,a+alclet|x— al <n. 
D'où |f(x) —1| <e. D'où 


(Ve > 0) (37 > 0) (Vre A) (Ir-al <n = |f(x) -l|<e). 


Proposition 2.2. Soit f une fonction à valeurs réelles (resp. complexes) définie sur À. Si f possède une 
limite pour x tendant vers a suivant À, la fonction f est localement bornée sur l’ensemble A au voisinage 
de à : il existe un intervalle T voisinage de a et un réel M > 0 tel que : VE ANT, |f(x)| < M. 


Preuve.- On prend € — 1. Pour n relatif à cette valeur de €, on à, en particulier 
Vze Aa —n,a+nl, |f(x)| < |! +1. 
On prend donc I =]a — m,a + n[ et M = || +1. 


Théorème 2.3. Soit À et A’ deux parties de R, à un point adhérent à À et à 4’ et f une fonction à 
valeurs réelles (resp. complexes) dont l’ensemble de définition contient AU A’. Soit encore | un réel (resp. 
complexe). On a équivalence entre les propriétés suivantes 
= lims area f(x) et = lims are f(x), (2.2) 
bi = liMy_4,2E AUA' f(x). (2.3) 
Preuve.- Remarquons que si a € À N À alors a € AU 2 ce qui donne un sens à (2.3). 
[2.2 = 2.3] Pour € > 0 il existe 7 > 0 tel que simultanément 
(Vz E À) (x—-al<n—=/|f(x) -l|<e) et (Vr e À) (x — al <n = |f(æx) —-1] <e). 
Alors : (Vx € AU A") (lx— al <n—=|f(x) -i|<e). 
D'où le résultat. 
[2.3 = 2.2] C’est immédiat, puisque À C AU 4/ et 4 C AU À’. 


2.2. Cas particuliers fondamentaux 


On se donne une fonction f dont on note def(f) l’ensemble de définition, une partie À contenue dans et 
a un point adhérent A. 


2.2.1. Le cas ou a € def(f), À = def(f) 


La limite de f pour x tendant vers a, suivant À, s’appelle alors la limite de f pour x tendant vers a. On 
la note, quand elle existe, lim f(x). Dans ce cas, et selon une remarque ci-dessus, la limite { de f vérifie, 
T—a 


lorsqu'elle existe lim f(x) — f(a). On dit alors que f est continue au point a. 
T—@ 


Ce cas ne sera pas considéré dans ce document. 


2.2.2. Le cas ou A = def(f) \{a} 


Dans ce cas, la limite de f pour x tendant vers à, suivant À, s’appelle la limite de f pour x tendant 
vers à, x différent de a ou encore la limite de f pour x tendant vers a, par valeurs différentes de a. On 
la note, quand elle existe, lims_,a»4a f(æ). On omet la précision par valeurs différentes de a lorsque le 
contexte est clair. 


2.2.3. Limites unilatérales (id est limite à gauche ou limite à droite) 


On suppose que À = def(f)N] — co, al (resp. A = def(f)Nla, +oof). Si f possède une limite, pour x 
tendant vers a, suivant À, on dit que f possède une limite à gauche (resp. limite à droite) pour x 
tendant vers a, x différent de a. On note limz_am<a f(x) ou encore lim, _,,- f(x) (resp. limz_am>a f(t) 
ou encore lim, _,,+ f(x)). 

Nous omettrons dans la suite la précision x différent de a. 


Remarque.- En prenant À = def(f)N] — co, a] (resp. A = def(f) N [a, oc), on aboutit à une autre 
notion de limite à gauche (resp. à droite), liée à la continuité à gauche (resp. à droite). Ces deux dernières 
seront reprises dans le chapitre suivant et nous réserverons le vocabulaire de limite à gauche ou à droite 
aux cas ci-dessus. 


On dispose du théorème suivant, corollaire du théorème 2.3. 


Théorème 2.4. Soit a € R et I un intervalle contenant a. Soit encore f une fonction définie sur 1 sauf 
éventuellement au point a. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) f possède une limite pour x tendant vers a, x différent de a ; 

(2) f possède une limite à gauche { et une limite à droite l', pour x tendant vers a et ces limites sont 
égales. 


2.3. Propriétés des limites 
2.3.1. Théorèmes de comparaison et prolongement d’inégalités 


Attention : les propriétés de ce paragraphe sont spécifiques aux fonctions à valeurs réelles. 


Théorème 2.5. Soit À une partie de R, a un point adhérent à À, f et g deux fonctions à valeurs réelles 
dont l’ensemble de définition contient À. On suppose que 


Vz € À, f(x) < g(x) (24) 
et que f tend vers l, g vers l pour x tendant vers a, suivant A. Alors on a 1 < |. 


Remarques 
(1) Ce résultat est un théorème de prolongement d’inégalité. 


(2) Si l’inégalité large dans (2.4) est remplacée par une inégalité stricte la conclusion reste une inégalité 
large. 


Par exemple, considérons À = R*, et les fonctions f et g définies par 
VER, f(a)=x, g(r)=2+# 


Ona: VreR, f(x) < g(x). Pourtant lim;_,o+ f(x) = lim;_,o+ g(x) = 0. 
Indication de preuve.- On pourra procéder par l’absurde en supposant { > [/. 


Théorème 2.6. Soit À une partie de R, a un point adhérent à À, f, g et h trois fonctions à valeurs 
réelles dont l’ensemble de définition contient À et vérifiant 


Vxe A, f(x) <h(x) <g(x) (2.5) 


On suppose que f et g tendent vers la même limite vers l pour x tendant vers a, suivant A. Alors h tend 
vers | pour x tendant vers a, suivant À. 


Preuve.- Soit € > 0. Il existe 7 > 0 tel que, simultanément, pour tout x € A on a 
x — al <n—=/|f(x)—-il<e x — al <n—[g(x)—ll<e. 
D'où, pour tout x € À vérifiant |x — a| < mn, les inégalités 


l—E< f(x) <h(x) < g(x) <l+Ee. 


Puis, sous les mêmes hypothèses |h(x) — {| < €. 


Ce théorème est parfois appelé théorème des gendarmes, l’inégalité 2.5 étant une hypothèse d'encadrement. 


2.3.2. Propriétés algébriques 


Soit À une partie de R, a un point adhérent à À et soit f et g deux fonctions à valeurs réelles ou complexes 
dont l’ensemble de définition contient A. 


Théorème 2.7. On suppose que f (resp. g) possède une limite l (resp. l’) pour x tendant vers a, 
suivant À. Alors : 

(1) la fonction f + g admet | +” comme limite pour x tendant vers à, suivant À ; 

(2) pour tout scalaire X, la fonction Àf admet M comme limite pour x tendant vers à, suivant À ; 

(3) la fonction fg admet ll comme limite pour x tendant vers à, suivant À. 


Nous commencons par énoncer deux lemmes (le premier est une remarque triviale) utiles pour la preuve 
du théorème 2.7. 


Lemme 2.8. Soit B une partie de R, b un réel adhérent à B, & une fonction à valeurs réelles (resp. 
complexes) dont l’ensemble de définition contient B et l un réel (resp. complexe) . Les deux assertions 
suivantes sont équivalentes : 


1. lims_u,reA p(x) =l 2. lims-oreA(p(x) — 1) = 0. 


Lemme 2.9. Soit B une partie de R, b un réel adhérent à B. Soit © une fonction à valeurs réelles (resp. 
complexes) tendant vers 0 pour x tendant vers b, suivant B et 4 une fonction définie et bornée sur B. 
Alors la fonction çW tend vers 0 pour x tendant vers b, suivant B. 


Preuve du lemme 2.9.- Soit M un réel non nul tel que 
Vx € B,| d(x) |[< M. 
Pour tout € > 0, il existe 7 > 0 tel que 


(Vz e B), ([x —b] <= [v(x)| <e/M). 


On a alors pour x € B tel que x — b| <n, [p(x)d(x)| < €. 


Preuve du théorème 2.7 
(1) Soit € > 0. Il existe 7 > 0 et 7! > 0 tels que 


(Vxe À) (x—-al <n—=]|f(x)—-il<e/2) ; (Vre À) (x-al <n—=/|f(x) —-1] <e/2). 
Posons 7” — min(,7!). Pour x € À tel que |x — a] < m7”, il vient 


LfCæ) + ge) — (+) < f(x) — 1 + lg(e) PT < €. 


2. On utilise le lemme 2.9 avec & — f — {et d — À. La fonction x + A(f(x) — !) tend donc vers 0 pour x 
tendant vers a suivant À et la fonction x + Af(x) vers A. 


3. On va montrer que la fonction x + f(x)g(x) — Ü tend vers 0 pour x tendant vers a suivant À. Or 


Fæ)g(x) — = (f(x) — Dg(æ) + Kg(æ) — P). 


La fonction g, admettant une limite en a suivant À est localement bornée : il existe Z voisinage de a tel 
que g soit bornée AN 1. La fonction x + (f(x) —l) tend vers 0 pour x tendant vers a suivant À et donc 
aussi suivant À N 1. Le lemme 2.9 s'applique : la fonction x + (f(x) —{)g(x) tend vers 0 pour x tendant 
vers a suivant À. 

D'après le point 2. de ce théorème la fonction x + {(g(x) — {') tend vers 0 pour x tendant vers à suivant 
A. Le point 1. du théorème entraine alors que la fonction x + f(x)g(x) — il’ tend vers 0 pour x tendant 
vers à suivant À. 


2.3.3. Théorème de composition des limites 


Théorème 2.10. Soit À et B deux parties de R, a un point adhérent à À, b un réel et | un réel (resp. 
complexe). Soit f une fonction à valeurs réelles dont l’ensemble de définition contient À et g une fonction 
à valeurs réelles (resp. complexes) dont l’ensemble de définition contient B. On suppose de plus que 
(A) € B de sorte que go f soit définie sur A. 

Si f admet b comme limite en a suivant À et si g admet | comme limite en b suivant B alors go f admet 
l comme limite en a suivant À. 


Preuve.- Soit € > 0. Il existe 0 > 0 tel que 

(WyeB) (y—b <ô= g(y) 1 <e). 
Relativement à 6, il existe 7 > 0 tel que 

(Vxe À) ((x—-al <= |f(x) — b| < 6). 
Comme f(A) C B, il vient (en faisant << jouer à f(x) le rôle de y>>) 


(Vr € À) (x—-al<n= lg(f(x)) ll <e). 


D'où le résultat. 


Remarque.- La condition f(A) C B est nécessaire comme le montre le classique contre-exemple suivant. 
On prend À = R*, B—=R*, a —0,b—0,1=—0 et on définit f et g par 


1 
V&eR", f(x)=xsin, f(0)=0 ; Vz&eR', g(y)=0, g(0) = 1. 


On a alors lim f(x) =0et lim  g(y) = 0. La fonction go f est définie par 
70 y—0,y70 


æ—0,x 
Vx ER\{1/kr,k eZ}, go f(x) =0; kEeT*, go f(1/kr) = 1. 


La fonction go f ne possède pas de limite pour x tendant vers 0, par valeurs différentes de 0 (procéder 
par l’absurde). C’est qu'ici 0 € f(A) alors que 0 é B. 


Donnons une application du théorème 2.10. 


Théorème 2.11. Soit E une partie de R, a un point adhérent à E et soit @ et # deux fonctions 
numériques dont l’ensemble de définition contient E. On suppose que @ (resp. 1) possède une limite | 
(resp. l') pour x tendant vers à, suivant E et que de plus l’ est non nulle. Alors il existe un intervalle J 
voisinage de à tel que la fonction w/14 soit définie sur AN J. Cette fonction tend vers l/l', pour x tendant 
vers à, suivant E. 


Preuve.- Divisons la preuve en trois étapes. 
1. Existence de J. Posons € = |l’|. Il existe n > 0 tel que, pour tout x €la — n,a + n[NE on ait 
fb(x) — | <e = |. D'où, en utilisant l'inégalité triangulaire 


ze ENla-na+nk, l—NW|< (x) <l+I|. 


Ainsi, la fonction 4 ne s’annule pas et garde un signe constant sur ÆEN]a — n,a + n[ : en particulier 
fonction f/4 est définie sur cet ensemble. On pose J =]a — 7, a + nl. 

2. La fonction 1/4, définie sur EN J, tend vers 1/l', pour x tendant vers à, suivant A. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, {> 0. La fonction g définie sur R* par g(y) — 1/y tend vers 
1/1! pour y tendant vers {’. Pour le vérifier, on écrit 1/y — 1/1! = (! — y)/yl'. La fonction y — yl' est 
bornée au voisinage de {’ Æ 0 et le résultat découle du lemme 2.8. On applique alors le théorème 2.10 
avec f = Y, A=ENJ, g=1/y, B =R*, puisqu’en particulier @(E N J) C R. 

3. Par application du théorème 2.7 (point 3.), la fonction 4/4 tend vers {/l! pour x tendant vers a, 
suivant AN J. 


Remarque.- Attention : la preuve précédente n’est écrite que pour des fonctions à valeurs réelles. Le 
lecteur est invité à écrire une adaptation pour le cas des fonctions à valeurs complexes. 


2.3.4. Limites et suites 


Théorème 2.12. Soit À une partie de R, a un point adhérent à À, | un réel (resp. complexe) et f 
une fonction à valeurs réelles (resp. complexes) dont l’ensemble de définition contient A. Les assertions 
suivantes sont équivalentes : 

1. la fonction f tend vers |, suivant À ; 

2. pour toute suite (a»)nen de points de À tendant vers à, la suite (f(a»))heN converge vers l. 


Preuve 
[1 = 2] Soit (as )nen de points de À convergeant vers a. Pour € > 0, il existe 7 > 0 tel que 


(Vxe À) (Ix—-al<n—=/|f(x) -il <e). 
Comme (a»)nen converge vers a relativement à 7 il existe no tel que 
(VREN) (n > n0 — [an — al < 7). 


On a alors pour tout n > 
[f(an) — ll <E. 
ce qui prouve la convergence vers / de la suite (f(a,))nen: 


[2 = 1] On va montrer la contraposée : si la fonction f ne tend pas vers 1, il existe une suite (4, )hen de 
points de À, qui converge vers a et telle que la suite (f(x,))nen ne tende pas vers L. 
Nous supposons donc qu’il existe € > 0 tel que 


(Vn>0) re A) (Ix-al <met |f(x) -1Ze). 


En particulier pour tout n € N, il existe x, appartenant à À tel que 
En — a] <1/(n+1) et |f(tn)—1 Ze. 


La suite (tæ»)nen de points de À ainsi construite converge clairement vers a, alors que la suite (f(x»))}nen 
ne converge pas vers L. 


2.4. Complément : cas ou f tend vers + ou vers —œ 
2.4.1. Position du problème 


Soit À une partie de R et a un réel adhérent à À et f une fonction à valeurs réelles dont l’ensemble de 
définition contient A. La fonction f possède une limite au point a suivant À, si, et seulement si 


(HER) (FE >0) (1n>0) (Vre À) ((x-al <n—=/|f(x) —-i] <e). 


Donc, à l'inverse f ne possède pas de limite au point a suivant À si, et seulement si 


(LER) (&>0) (V>0) (eA) (lr—al<n et (f(x) —1>e). 


Cette situation arrive dans plusieurs cas, notamment celui où f n’est pas bornée sur À au voisinage de a, 
selon la proposition 2.2. Un cas particulier de cette situation est celle ou f peut être rendue aussi grande 
que l’on veut dès lors qu’on prend x assez voisin de a. C’est ce que l’on formalise ci-dessous. 


2.4.2. Définitions 


Définition 6. Soit À une partie de R et a un réel adhérent à A et n’appartenant pas à À. Soit f une 
fonction à valeurs réelles dont l’ensemble de définition contient A. On dit que f tend vers + (resp. 
—0o) pour x tendant vers a, x suivant À, si 


(Va >0) (A7>0) (Vrxe À) ((x-al <n—= f(x) > à) 


(resp. (Va >0) (A7>0) (Vr€ A) (Iz—al <n= f(x) <-a) ) : (2.6) 


Si f tend vers +oo (resp. —0o) pour x tendant vers a, suivant À, on dit parfois aussi que f admet +co 
(resp. —oo) comme limite pour x tendant vers a, x suivant À, et l’on notera 


lim f(x) =+oo (resp. lim f(x) = -œ). 
T—a,x€ À T—a,x€ À 
La proposition suivante précise les conséquences de l’existence d’une limite infinie (en un point de R) 


sur la représentation graphique de f. Elle sera reprise dans la section consacrée à l’étude des branches 
infinies. 


Proposition 2.13. Soit f une fonction à valeurs réelles définie au voisinage d’un point a sauf au point 
a. Si f tend vers +o (resp. —) pour x tendant vers a, alors la courbe représentative de f admet une 
asymptote verticale au point a d’équation x = a. 


En effet, si M, désigne le point de coordonnées (x, f(x)) et N, le point de coordonnées (a, f(æ)) la mesure 
algébrique M,;N, tend vers 0 pour x tendant vers a. 


2.4.3. Propriétés 
Théorèmes de comparaison 


Proposition 2.14. Soit À une partie de R, a un point adhérent à À n’appartenant pas à À, f et g deux 
fonctions à valeurs réelles dont l’ensemble de définition contient A et vérifiant 


Vre À, f(x) <g(x). (2.7) 


On suppose que f tend vers +c (resp. g tend vers —œ ), pour x tendant vers a, suivant À alors g tend 
vers +oo (resp. f tend vers —-c ), pour x tendant vers à, suivant À. 


Preuve 
1. Supposons que f tende vers +. Pour tout à > 0 il existe 7 > 0 tel que 


(Vx Ee À) (fx—-al <n—= f(x) > à). 


On a, a fortiori 
(Vre À) (x—-al <n= g(x) > à). 


2. Le cas f tendant vers —0o se résoud à l’aide du cas 1. appliqué à —f. 


Propriétés algébriques Soit a € R et V un intervalle, voisinage de a. Considérons deux fonctions f et 
g à valeurs réelles, définies sur V privé de a. Nous supposerons que f et g admettent des limites (finies) 
ou tendent vers soit —oo soit +oo en a. On notera lim un des quelconques symboles limites introduits. 
Avec ces conventions, on dispose des propositions suivantes pour les limites de f + g et de fg. Les points 
d'interrogation symbolisent les cas indéterminés. Le lecteur préparera des exemples pour chacun de ces 
cas montrant que <<tout peut arriver >>. 


Avec la somme 


Proposition 2.15. Avec les conventions précédentes, on dispose du tableau de cas suivant pour la limite 
de f + g au point a : 


lim(f +g) | limf = 
lim g = l’ L+l 


Avec le produit On notera sgn(x) le signe d’un réel x. 


Proposition 2.16. Avec les conventions précédentes, on dispose du tableau de cas suivants pour la 


limite de fg au point a : 
lim f =0 |limf ={Æ0 |limf = —-oœ 
Dimy=P 0) 0 | | m0 | 
? — sgn({)o0 +00 
Avec les quotients Il suffit de remarquer que si g est définie au voisinage de a, sauf éventuellement 
en a et que si g tend vers —0o soit + pour x tendant vers a, la fonction g ne s’annule pas sur un intervalle 
J voisinage de a et 1/g tend vers 0, pour x tendant vers a. 
Réciproquement, si g ne s’annule pas sur un intervalle J voisinage de a, sauf éventuellement au point a 
(si elle est définie en ce point) et si g tend vers 0, pour x tendant vers a en gardant un signe constant 


alors 1/g est définie sur J et 1/g tend vers —co ou + selon le signe de g sur J. 
On applique alors les propriétés du tableau ci-dessus concernant les produits à 1/g et f. On obtient : 


Proposition 2.17. Avec les conventions précédentes, on dispose du tableau de cas suivants pour la 
limite de f/g au point a : 


lim(ÿ/9) 
lim g = 0 
g ne s’annule pas et 
garde un signe constant 


Limites et suites Le théorème 2.12 possède un analogue dans le contexte des limites infinies. 


Théorème 2.18. Soit À une partie de R, a un point adhérent à À et f une fonction à valeurs réelles 
dont l’ensemble de définition contient A. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) La fonction f tend vers +o (resp. —o), suivant A. 

(2) pour toute suite (an)nen de points de À tendant vers a, la suite (f(an))nen converge vers vers +oo 
(resp. —c). 


Preuve 
[1 = 2] On suppose que lims_.4 f(x) = +oo.- Soit (an )hen de points de À tendant vers a. Soit à > 0, il 
existe 7 > 0 tel que 

(Vxe À) (Ix—-al <n—= f(x) > à). 


Comme (a, )nen converge vers a, relativement à n il existe no tel que 
(UREN) (n>n0 — lan — à] < 7). 


On a alors pour tout n > np 
f(an) > @. 
D'où lim,_+ f(an) = +00. 
[2 = 1] On va montrer la contraposée : si la fonction f ne tend pas vers +00, il existe une suite (4, )hnen 


de points de À qui tend vers a et telle que la suite (f(x»))hen ne tende pas vers +00. 
Nous supposons donc qu'il existe « > 0 tel que 


(VW >0) (AE V) ((x—-al <net f(x) < a). 
En particulier pour tout n € N il existe x, appartenant à V tel que 
[tn —al<1/(n+1) et f(æ) <a. 


La suite (x, )nen de points de À tend clairement vers a, alors que la suite (f(xh))heN ne tend pas vers 
+00, car elle est bornée. 


3. NOTION DE LIMITE EN + OÙ EN - 


Nous ne reprendrons pas systématiquement les démonstrations dans ce paragraphe, puisqu'elles sont con- 
ceptuellement voisines de celles du paragraphe précédent. Il s'agit d’un excellent exercice sur le maniement 
des raisonnements en << pour tout … il existe >> que de les écrire. 


3.1. Limite finie : définition et premières conséquences 
Nous dirons qu'une partie V de R est voisinage de +oo (resp. —o) s’il existe un intervalle de la forme 
Ja, +oo![ (resp. ] — co, a[) inclus dans VW. 


On considère dans la suite un voisinage V de +c (resp. —æ) et f une fonction à valeurs réelles (resp. 
complexes) dont l’ensemble de définition contient V. 


Définition 7. (i) On dit qu’un réel (resp. complexe) l est limite de f pour x tendant vers +oo ou que 
f tend vers { pour x tendant vers +oo (resp. —c) si l’on a 


(Ve > 0) GBEV) (re V) (x>B=lf(x)-1<e). (3.1) 


(ii.) On dit qu’un réel (resp. complexe) L est limite de f pour x tendant vers —-co ou que f tend vers 
L pour x tendant vers —c si l’on a 


(Ve > 0) (ABEV) (VreV) (x<B—=/|f(x) -i] <e). (3.2) 
Comme dans le cas des limites en un point a de R, on dispose d’un résultat d’unicité. 


Proposition 3.1. Supposons qu'il existe deux réels (resp. complexes) Let l’ limites de f pour x tendant 
vers +00. Alors | = l'. 


La démonstration analogue à celle de la proposition 5 est laissée au lecteur qui énoncera un résultat 
comparable pour les limites en —co. Il existe donc au plus un réel ! rendant vrai la propriété (3.1) ou la 
propriété (3.2). Lorsqu'il existe, ce réel { sera appelé la limite de f pour x tendant vers +co (resp. pour 
x tendant vers —c) et noté 


lim f(x) ou bien lim, f(x) (resp. lim f(x)ou bien lims_._ f(x)). 


Remarques.- L'existence d’une limite en +o (resp. en —æ) et les propriétés liées à cette existence 
sont locales en ce sens qu’elles sont liées au comportement de f au voisinage de +o (ou bien en —æ), 
comme le montre les propositions suivantes écrites dans le cas de limites en +oo. 
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Proposition 3.2. Soit W un intervalle voisinage de + inclus dans V et | un nombre réel (resp. 
complexe). Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) la fonction f tend vers | pour x tendant vers +0 ; 

(2) la restriction de la fonction f à W tend vers l pour x tendant vers +00. 


Proposition 3.3. Si f possède une limite pour x tendant vers +00, la fonction f est bornée au voisinage 
de + : il existe un intervalle W voisinage de + (resp. —) et un réel M > 0 tels que 


VrxeW, |f(x)| < M. 


Les preuves de ces propositions sont analogues à celles des propositions 2.1 et 2.2. 
Donnons un exemple classique de situation où f admet une limite finie en +, qui constitue dans un 


cas particulier, un résultat à rapprocher de la proposition 3.3. 


Exemple 1. Soit f définie sur un voisinage de +co. Si f est monotone et bornée sur V alors f admet 
une limite en +oo. 


En effet, si f est par exemple croissante et majorée, on pose / = sup, f(x). Pour tout € > 0, il 
existe æo tel que 
l—E < f(xo) <L. 


Comme f est croissante et majorée par L, il vient 


Vx > to, l—E < f(xo) < f(x) <L. 


D'où la propriété 3.1 avec à = xo. 


Enoncons enfin une conséquence sur la courbe représentative de la fonction f lorsque celle-ci est à valeurs 
réelles. Cette proposition sera reprise dans la section consacrée à l’étude des branches infinies. 


Proposition 3.4. Soit f une fonction définie sur V à valeurs réelles. Si f possède une limite | pour x 
tendant vers +c (resp. —oo) la courbe représentative de f possède la droite d’équation y — l comme 
asymptote horizontale pour x tendant vers + (resp. —c). 


En effet, si on désigne par M, le point de coordonnées (x, f(x) et N, le point de coordonnées (x, l) la 
mesure algébrique M, N, tend vers 0 pour x tendant vers +00 (resp. —co). 


3.2. Propriétés des limites finies en + et —co 
3.2.1. Théorème de comparaison 


De nouveau les propriétés de ce paragraphe sont spécifiques aux fonctions à valeurs réelles : on dispose 
d’un analogue du théorème des Gendarmes. Nous l’énoncons dans le cas d’une limite en +oo. On laisse 
la preuve au soin du lecteur. 


Théorème 3.5. Soit f, g et h trois fonctions à valeurs réelles dont l’ensemble de définition contient un 
intervalle V voisinage de + et vérifiant 


Vx eV, f(x) <h(x) < g(x). (3.3) 


On suppose que f et g tendent vers la même limite vers l pour x tendant vers +00. Alors h tend vers | 
pour x tendant vers +00. 


3.2.2. Propriétés algébriques 


Soit V une partie de R, voisinage de +o (resp. —æ) et soit f et g deux fonctions à valeurs réelles ou 
complexes dont l’ensemble de définition contient V. 
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Théorème 3.6. On suppose que f et g possèdent chacune une limite pour x tendant vers + (resp. —c) 
et l’on note 

= lim f(x) = lim g(x) (resp. 1 = lim f(x) l= lim g(x)). 

æ— +00 æT— +00 T— —00 T— —00 

Alors : 
(1) la fonction f + g tend vers l +’ pour x tendant vers +oo (resp. —0o) ; 
(2) pour tout scalaire À, la fonction f tend vers À pour x tendant vers +o (resp. —c) ; 
(3) la fonction fg admet [' comme limite pour x tendant vers +o (resp. —oo) ; 
(4) Si de plus l’ est non nulle il existe un intervalle W voisinage de +oo (resp. —) sur lequel la fonction 
g ne s’annule pas et garde un signe constant et la fonction f/g définie sur W admet l/l! comme limite 
pour x tendant vers + (resp. —co). 


La preuve, analogue à celle du théorème 2.7 est laissée au lecteur. Le point 4 peut se voir comme un 
corollaire d’un théorème de composition. 
3.2.3. Théorème de composition des limites 


Nous énoncons un exemple de résultat. 


Théorème 3.7. Soit V une partie de R, voisinage de + et f une fonction à valeurs réelles dont 
l’ensemble de définition contient V. Soit B une partie de R, b un réel adhérent à B, l un réel (resp. 
complexe) et g une fonction à valeurs réelles (resp. complexes) dont l’ensemble de définition contient B. 
On suppose de plus que f(V) C B de sorte que go f soit définie sur V. 

Si f admet b comme limite en + et g admet | comme limite en b suivant B, alors go f admet | comme 
limite en +oo. 


Preuve.- Soit € > 0. Il existe 0 > 0 tel que 
(WyeB) (y—b<ô= g(y)—-1l<e). 
Relativement à 6, il existe 6 € W tel que 
(VreW) (x>B—= |f(x) — b] < 6). 
Comme f(V) € B, il vient (en faisant <<jouer à f(x) le rôle de y»>»>) 


(VrEV) (x>B= Ig(f(x)) — 1 <e). 


D'où le résultat. 


3.2.4. Limites et suites 


On énonce le théorème dans le cas d’une fonction f définie au voisinage de +oo. 


Théorème 3.8. Soit V un voisinage de +, f une fonction à valeurs réelles (resp. complexes) dont 
l’ensemble de définition contient V, | un réel (resp. complexe). Les assertions suivantes sont équivalentes : 
(1) la fonction f tend vers | . 

(2) pour toute suite (ay )nen de points de V tendant vers +00, la suite (f(an))nen tend vers l. 


Preuve 
[1 = 2] Soit (as)nen de points de V tendant vers +oo. Soit € > 0. Il existe B € V tel que 


(Vx eV) (x>B—=/|f(x) -i] <Ee). 
Comme (ay )nen tend vers +co, il existe no tel que 
(VREN) (n > n0 — an > B). 


On a alors pour tout n > no 
J(an) > B. 


ce qui prouve que (f(an))nen tend vers +00 
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[2 = 1] On va montrer la contraposée : si la fonction f ne tend pas vers {, il existe une suite (4, )hen de 
points de V qui tend vers +c et telle que la suite (f(x,))hen ne tende pas vers {. 
Nous supposons donc qu’il existe £ > 0 tel que 


(VBEV) (eV) (x> Bet [f(x)—l]>Ee). 


En particulier pour tout n € N il existe x, appartenant à V tel que 
Zn >net |[f(&n)—-l0>e. 


La suite (x, )nen de points de V tend clairement vers +00, alors que la suite (f(x,))nen ne converge pas 
vers L. 


3.3. Cas ou f tend vers + ou vers — : définitions, exemples 
La suite du chapitre concerne des fonctions à valeurs réelles. 
Définitions 8. - 1. Soit V une partie de R voisinage de + et f une fonction à valeurs réelles dont 


l’ensemble de définition contient V. On dit que f tend vers +oo (resp. —o) pour x tendant vers +o ou 
que f admet + (resp. —c) comme limite en +o si 


(Va>0) (GBBEV) (rev) (x>B= f(x) >a) 


a bdes0 Hier bre) ces Ge a) (3.4) 


On notera alors lim f(x) =+o0 (resp. lims_,1 f(x) = —-cæ). 


2. Soit V une partie de R voisinage de — et f une fonction à valeurs réelles dont l’ensemble de définition 
contient V. On dit que f tend vers +co (resp. —co) pour x tendant vers —oco si 


(Va >0) (BBEV) (rev) (x<B= f(x)>a) 


fem la-0 fev) (rerl Q<ie a<-0) 0) 
On notera alors Jim (x) =+oo (resp. limz_,_ f(x) = —-c). 


Comme première conséquence des définitions donnons la proposition suivante. 


Proposition 3.9. Soit V une partie de R voisinage de + et f une fonction à valeurs réelles dont 
l’ensemble de définition contient V et admettant +o0 (resp. —co) comme limite en +. Alors : 

(i) la fonction f n’est pas bornée ; 
(ii.) il existe un intervalle 1 voisinage de +o (resp. —o) sur lequel f est strictement positive. 


Les preuves sont des exercices simples. 


Voici un cas particulier dans lesquel f tend vers +oo ou vers —c : 


Exemple 2. Soit f définie sur un voisinage V de + et non bornée : si f est croissante (resp. 
décroissante) alors f tend vers +o (resp. —co). 


En effet, supposons f croissante. Comme f est non bornée, donc non majorée, on a 


(Va > 0) (x EV) (f(xo) > à). 


Comme f est croissante, on a : (Vx € V) (x > xo = f(x) > f(xo)). D'où la propriété 


(Va > 0) (110€ V) (VreV) (x>x0 = f(x) > f(xo) > à). 
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3.4. Propriétés des limites infinies (en +co) 
3.4.1. Théorème de comparaison 


Théorème 3.10. Soit f et g deux fonctions à valeurs réelles dont l’ensemble de définition contient un 
intervalle V, voisinage de + et vérifiant 


Ve V, f(x) <g(x). (3.6) 


On suppose que f tend vers +o (resp. g tend vers —® ), pour x tendant vers +00 alors g tend vers 
+oo (resp. f tend vers — ), pour x tendant vers +00. 


Preuve.- Supposons que f tende vers +. Pour tout a > 0 il existe 5 € V tel que 
(Vr eV) (x>B= f(x) > a). 


À fortiori, pour tout x € V,ona: (x > 5 = g(x) > a). 
Le cas de f tendant vers —c se régle à l’aide du cas précédent appliqué à — f. 


3.4.2. Propriétés algébriques 


On généralise sans problème les tableaux des propositions 2.15 et 2.16 au cas présent. 


3.4.8. Théorèmes de composition de limites 


On laisse au lecteur le soin d’énoncer et d'établir des théorèmes de composition de limites qui complétent 
les théorèmes 2.10 et 3.7. En voici un exemple. 


Théorème 3.11. Soit À une partie de R, a un réel adhérent à À et f une fonction à valeurs réelles 
tendant vers +oo (resp. —æ), au point a suivant A. Soit W une partie de R, voisinage de + (resp. 
—) et g une fonction à valeurs réelles définie sur W tendant vers + en +oo (resp. —c). On suppose 
f(À) inclus dans W. La fonction go f tend vers + pour x tendant vers à, suivant À. 


3.4.4. Limites et suites 


Le lecteur s’inspirera des énoncés et preuves des théorèmes 2.18 et 3.8 pour établir le : 


Théorème 3.12. Soit V un voisinage de +, f une fonction à valeurs réelles (resp. complexes) dont 
l’ensemble de définition contient V, Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) la fonction f tend vers +00 (resp. —o) en +co . 

(2) pour toute suite (a, )nen de points de V tendant vers +co, la suite (f(an))nen tend vers + (resp. 
—00). 


4. Etude des branches infinies 


4.1. Position du problème. Premières définitions 


On suppose donnée une fonction f sur un ensemble E — def(f) — R dont on note F le graphe, id est 


D'= {(x,y) € def(f) XR |y= f(x)}. 


Pour tout x € def(f), on notera M, := M, (T) (s’il y a risque de confusion sur la courbe considérée) le 
point de T de coordonnées (x, f(x)). 


Il s’agit de préciser l’allure du graphe de f lorsque le graphe de f n’est pas un ensemble borné, ce qui 
—— 
revient à dire que la norme du vecteur OM, n’est pas bornée lorsque x parcourt def(f). 


Ceci peut arriver dans deux situations : 


e il existe a € R (adhérent à def(f)) tel que f(x) ne soit pas bornée au voisinage de a (dans un sens 
qui sera précisé), 


e l’ensemble def(f) contient un voisinage de +00 ou de —0o. 
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On va formaliser ces deux types de situations ci-dessous. 


Définition 9. On dit que l possède une branche infinie en a € R = RU{—00, +00} dans l’une ou l’autre 
des situations suivantes : 

(i) soit a ER et il existe € > 0 tel que I, = Ja — €, a[ ou I, = Ja, a + El est inclus dans def(f) et, de plus, 
pour tout intervalle J voisinage de &, f|rndet(r) n’est pas bornée. 

(ii) soit a € {—00, +} et il existe un voisinage I, de a inclus dans def(f). 


Exemple 3. Dans le cas ou a € R, un cas particulier de branche infinie est celui f tend vers + ou 
vers —0o pour x tendant vers a suivant 1, = ]a—e,a+e[\{a} (resp. Ja —e,al, Ja,a + el). On a alors 


lims-are À d(Mz, N(a, f(æ)) = ims-axeA|t — al = 0. 


La droite d’équation x = a est dite asymptote à la courbe T.. 
La situation décrite dans l’exemple précédent peut se généraliser à une courbe quelconque. Compte 
tenu de la difficulté d’une définition générale de la notion de distance entre deux courbes (qui dépasse le 


cadre du concours), on formalise l’idée de courbes <<semblant se confondre à l'infini >> par la définition 
suivante : 


Définition 10. Soit a € R = RU {—co, +} tel que la courbe l possède une branche infinie en a. Soit 
T, comme dans la définition 9. On dit qu’une courbe C est asymptote à la courbe TL si, à tout point M, 
de T,xE€ 1,, on peut associer un point Nu, de C tel que 


liMy_axel, d(My, Nu.) = 0 
4.2. Le cas de a€ R 
L'exemple donné ci dessus montre la proposition suivante : 


Proposition 4.1. Soit f une fonction à valeurs réelles définie au voisinage d’un point a sauf au point 
a. Si f tend vers +o (resp. —) pour x tendant vers a, alors la courbe représentative de f admet une 
asymptote verticale au point a d’équation x = a. 


En effet, si M, désigne le point de coordonnées (x, f(x)) et N, le point de coordonnées Ni, (a, f(x)) la 
distance d(M;N,) tend vers 0 pour x tendant vers a. 


Cependant la réciproque est fausse comme le montre l'exemple suivant. 


Exemple 4. On considère a = 0 et f : R* —R, x + (1/x)sin(1/x). La droite d’équation x = 0 est 
asymptote au graphe de f. Pourtant f n’admet ni limite finie ni ne tend vers + ou —® en 0. 


807 
60 


40 


Graphe de la fonction æ — +sin À 
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4.3. Etude au voisinage de + ou de —- 


On considère dans toute la suite une fonction f dont l’ensemble de définition contient un voisinage V 
de +00. 


On étudie les propriétés du graphe de f au voisinage de +, c’est-à-dire de la branche infinie en +o 
du graphe de f. Ceci revient à étudier tout arc + du graphe de f défini par 


y={(x, f(x))|xeW)}, W voisinage de +00 inclus dans V. 


On considère fixé un tel arc. 


4.3.1. Cas ou f est bornée au voisinage de + 


Cas particulier : f possède une limite finie Posons { — lim,_,}, f(x). 
Pour tout x € V on considère les points M, (x, f(x)) et N,(x,l). On a 


liMy—+o0 (Ms, Nr) = 0, 
puisque d(M,,N;) = |f(x) — 1}. Ainsi : 
Proposition 4.2. La droite d’équation y = l est asymptote au graphe de f. 


Remarque.- L'étude, lorsqu'elle est possible de la fonction x — f(x) — l permet de préciser la position 
du graphe de f par rapport à l’asymptote. 


Exemples 5. ! 


(i) si f est monotone sur V, alors y est au dessus de l’asymptote si f est décroissante, au dessous, sinon. 


Cest le cas pour la fonction fi : R5 —R,x+-x-— eut 


(ii) Si f n'est pas monotone, tout peut arriver. Pour la fonction f2 : R£ —R, x+ 1+ mr sin(x), la 
droite d’équation y = 1 est asymptote au graphe. Le graphe oscille avec une amplitude tendant vers 0 
autour de cette droite. 


0 10 20 30 40 


2(sin x) 
lel+1 


Graphe de fi : x — 1 — Graphe de f2 : x — 1 + 


—? | 
tæl+1 
Cas ou f ne possède pas de limite Comme f est bornée au voisinage de +00, on alim, f(æ)/x = 


0. On peut dire alors que la droite d’équation y = 0 est une direction asymptotique pour le graphe de f. 


Exemple 6. La fonction f3 : R+: — R, x + Asin(x) est bornée et ne possède pas de limite en +co. 
C’est le cas de toute fonction périodique non constante. 


Tous les exemples seront étudiés au voisinage de +oo. 
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Graphe de f3 : x — 4sinx 


4.3.2. Cas ou la fonction f n’est pas bornée 


Les situations les plus diverses peuvent se produire : 

e la fonction f peut ne pas tendre vers +oo ou —0 ; 

e cas particulier: on a lim, f(x) = +o ou bien lim;_,4 f(æ) = —-0o. 
C’est ce dernier cas qui fait l’objet du paragraphe suivant. 


Exemple 7. La fonction f4 : Ri —R, x + xsin(x) n’est pas bornée et ne tend ni vers + ni vers 
—00. 


Graphe de f4 : x — xsinx 


4.3.3. Le cas particulier où f tend vers +o ou vers —0c0 


On peut (parfois) préciser davantage la nature de la branche infinie en étudiant le rapport f(x)/x. Posons 
lims_+0 f(x) = do avec d = 1 ou Ô = —1. 


Proposition-Définition 11. On dit que le graphe de f possède une direction asymptotique si l’une des 
conditions suivantes équivalentes est vérifiée : 

(i) la pente de la droite D; = (OM) possède une limite finie ou tend vers Ô pour x tendant vers +00 ; 
(ii) le rapport f(x)/x tend vers une limite finie ou tend vers 000. 


L'équivalence est claire puisque la pente de la droite (OM) s'écrit 


Pz = F() = F(0) — #(0) = fQ@) : FO) avec lim F0) = (. 
HA LT TL T—+o0o TZ 
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Cas ou f(x)/x possède une limite finie en +  Posons b = lim, f(x)/x. 
On étudie alors la quantité g(x) = f(x) — bx définie sur V. 


Proposition-Définition 12. 

(i) Sig:ær f(x) — bx possède une limite c, en + la droite d’équation y = bx + c est asymptote au 
graphe de f. 

(ii) Sig:xr f(x) — bx tend vers + ou bien vers —-œ en + on dit que le graphe de f possède une 
branche parabolique dans la direction y = bx. 

Preuve.- En effet, dans le cas &., en notant N,(x,bx + c) on a 


limy_ 160 My, Na) = |g(x) — €] = 0. 


Exemples 8. 
(i) La fonction fs :Ri —R, xr x + AT possède la droite d'équation y — x comme asymptote en 
+00. 
(ii) La fonction f6 : R+ —R, x + x — x, possède une branche parabolique dans la direction y = x. 


1 


Graphe de 5 : x — x + Vari Graphe de f6: x —x—./x 


Remarques. 
(à) Si en particulier b = 0 on a 
liMs-too f(x) = co, lims_,7 f(x)/x = 0. 
Le graphe de f possède une branche parabolique dans la direction y = 0. On dit aussi que le graphe de 
f possède une branche parabolique dans la direction Ox. 
(ii) Le vocabulaire vient de la considération des exemples classiques. Ainsi, le graphe de la fonction 


fr: Ri—R, xt x, paramétrage d’un arc de la parabole d’équation y? — x = 0, admet au sens de la 
proposition-définition 12 une branche parabolique dans la direction Ox. 


Exemples 9. 

(i) Comme indiqué ci-dessus, la fonction f7 : R; — R, x — x une branche parabolique dans la 
direction Ox. 

(ii) La fonction fs : R} —R, x + In(x +1) possède une branche parabolique dans la direction Ox. 


Graphe de la fonction f7 : x — x Graphe de f8:x—In(r+1) 
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Dans les cas non couverts par la proposition 12, la droite y = bx est une simple direction asymptotique. 


Exemples 10. Les fonctions suivantes montrent des comportements possibles : 

(i) fo: R+ —R, r-x+2sinx 

Le graphe de f oscille, avec une amplitude bornée autour de la droite d’équation y = x. 

(ii) fo: Re —R, x x +277/3sinx. 

Le graphe de f oscille, avec une amplitude non bornée autour de la droite d’équation y = x. 


y ñ ñ ñ ñ ñ 
+ + + + + + 
-75 -50 -25 0 25 50 75 


-75T 


Graphe de fo:æ—x+2sinx Graphe de fo : x + 2/3 sin(x) 


Cas ou f(x)/x possède une limite infinie en + 


Définition 13. On suppose que lim,_+, f(æ)/x — +oo ou bien que lim; f(x)/x = +o. On dit 
alors que le graphe de f possède une branche parabolique dans la direction Oy. 


Le vocabulaire de la définition 13 vient encore de considérations géométriques, comme le montre l’exemple 
i. ci-dessous. 


Exemples 11. 
(i) Le graphe de la fonction f11 : R: — R, x + x? admet une branche parabolique dans la direction 
Oy : f est un paramétrage d’un arc de la parabole d’équation y — x? = 0. 


(ii) Le graphe de la fonction f12 : R+ —R, x + expx admet une branche parabolique dans la direction 
Oy. 


178 
1e+6 
150 
125 7.5e+5 
109 
75 5e+5 
50 
2.5e45 
25 
a | 0 
0 25 5 75 10 125 0 25 5 75 10 125 
Graphe de f11 :  — x? Graphe de f12 : x — expx 
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CONTINUITE EN UN POINT 
PLC1-Mathématiques 
Auteur : A. Delcroix FONCTIONS CONTINUES 


1. Introduction 


Nous placons ce document dans la lignée de celui consacré aux limites, en particulier pour le niveau 
de l’exposé. Dans la section 2, les démonstrations des propriétés qui découlent quasi immédiatement de 
résultats sur les limites ne seront en général pas reprises. 


Dans le cas où ce document est utilisé comme support pour une préparation à la première épreuve orale 
du CAPES, ceci ne veut pas dire que le candidat au CAPES peut << tout mettre en pré-requis >> puisqu'il 
s’expose à ce qu’on lui demande la démonstration des propriétés les plus significatives. 


C’est de toute façon un bon exercice que de lire ce document crayon en main et de refaire les démonstra- 
tions dans le cadre présent, souvent plus simple ! 


La section 3 est consacrée aux principales propriétés des fonctions continues de la variable réelle, dont le 
théorème des valeurs intermédiaires. Enfin la section 4 s'intéresse à l’association de deux propriétés des 
fonctions de la variable réelle - la monotonie et la continuité- conduisant ainsi aux caractérisations des 
homéomomorhpismes définis sur un intervalle réel. 


2. Continuité en un point 


2.1. Définition et première conséquence 


Soit Z un intervalle réel, voisinage d’un point a et f une fonction à valeurs réelles ou complexes dont 
l’ensemble de définition contient 1. 


Définition 1. On dit que f est continue au point a si f possède une limite pour x tendant vers à et si 
cette limite est égale à f(a), 1.e. 


(Ve > 0) (A7>0) (rer) (x-al<n=|f(x)-f{a)l <e). (2.1) 


Remarques. 

1. Selon la définition adoptée dans le document consacré aux limites, si f admet une limite pour x tendant 
vers à sans précision d'ensemble suivant lequel cette limite est prise, cette limite est nécessairement f(a) : 
si nous précisons ici c’est pour éviter toute ambiguïté par rapport à d’autres conventions. Remarquons 
que f est continue au point a si, et seulement si, f possède une limite pour x tendant vers a, x différent 
de a et que cette limite est f(a). 


2. Comme la notion de limite, la notion de continuité en un point est locale. Une fonction f est continue 
en un point a si, et seulement si, sa restriction à tout intervalle voisinage de a est continue en a. 


Citons deux conséquences souvent utilisées de la continuité en un point. La fonction f à valeurs réelles 
ou complexes est supposée définie sur Î. 


Proposition 2.1. Si la fonction f est continue au point a, alors f est localement bornée au voisinage 
de a : il existe un intervalle J, inclus dans I, voisinage de a et un réel M > 0 tel que 


VzeINJ, |f(x) <M. 


Preuve.- C’est un corollaire immédiat de la proposition correspondante du chapitre consacré aux limites : 
on écrit la propriété 2.1 pour € = 1 et on utilise l’inégalité triangulaire. 


Proposition 2.2. Si la fonction f est continue au point a et si f(a) est non nul alors il existe un intervalle 
J voisinage de a sur lequel f ne s’annule pas. 


Preuve.- Pour € — |f(a)|, il existe 7 > 0 tel que 
Ve € INja—ma+ nf |f()— f(a)l <e = |f(o)|. (2.2) 
Ce qui entraine (grâce à || f(æ&)|— |f(a)|| < | f(x) — f(a)l) 
Vx e INa—-n,a+n(, 0<|f(x)|. 


D'où le résultat, en posant J =]a — mn, a + n[. 


Remarque 1. Dans le cas d’une fonction à valeurs réelles, la fonction garde le signe de f(a) sur 
l'intervalle J. 


En effet, l'inégalité 2.2 entraine 
VzeINa-—ma+nl f(x) € ]f(a) —|f(a)}, f(a) +1f(a)if, 
ce dernier intervalle ne contenant pas 0. 


On dispose de la proposition suivante, plus forte (On pourra par exemple démontrer seulement cette 
dernière dans un oral) : 


Proposition 2.3. Si la fonction f est continue au point a et si f(a) est non nul, il existe un intervalle 
J' voisinage de a et un réel « > 0 tel que 


VreJ', |f(x)|>a. 


Preuve.- On reprend la démonstration de la proposition 2.1 avec, par exemple, € = |f(a)| /2. 


Remarque 2. Dans le cas d’une fonction à valeurs réelles, si f(a) > 0 (resp. f(a) < 0), il existe un 
voisinage J' de a et une constante B > 0 tels que Vx € J', f(x) > B (resp. f(x) < —B). 


En effet, la propriété 2.1 entraine l’existence de 7 > 0 tel que 
Vz € INa—n,a+ml, f(x) E]f(a) —|f(a)l/2, f(a) +1f(a)1/21. 


On vérifie alors que B — |f(a)| /2 convient. 


Remarque 3. Il est bon, pour illustrer la définition de la continuité, de savoir étudier <<à la main»>», 
c’est-à-dire sans utiliser de théorèmes généraux (dont ceux énoncés plus loin) la continuité de quelques 
fonctions simples. 


Exemples 1. Les fonctions id : x + x, x + x? sont continues en tout point de R. La fonction x + /x 
est continue en tout point de R*. 


Pour les deux premiers exemples, on peut appliquer directement la définition. Pour la fonction x + x, 
on étudie la continuité au point x0 > 0 en écrivant pour tout x > 0 
T — To T — T0 


OR 


On à alors clairement lims-», WE = To. 


Il est bon de savoir écrire la négation de la propriété <<f est continue en a>», soit 


(Ge >0) (Wn>0) (rel) (Ix-al<met |f(x) - f(a| Ze). 
Il est également bon de disposer d’exemples de fonction non continues en un point (non triviaux) et de 
savoir le démontrer. On en trouve ci-dessous. 


Exemples 2. 
i. La fonction f : R — R caractéristique des rationnels définie par 


VrxeQ, f(x)=x, VreR\Q, f(x) =0 


est continue en aucun point. 
ü. La fonction g : R — R définie par 


VxeQ, f(x)=x, VreR\Q, f(x) =0 


est continue en zéro, non continue en tout autre point. 


2.2. Continuité à gauche, à droite 


On rappelle qu’un ensemble À est voisinage à gauche (resp. à droite) d’un point a s’il existe 0 > 0 tel 
que l'intervalle ]a — 6, a] (resp. ]a — 6, a]) soit inclus dans À. 


Définition 2. Soit I un intervalle, voisinage à gauche (resp. à droite) d’un point a réel et f une fonction 
à valeurs réelles ou complexes dont l’ensemble de définition contient 1. Si f possède une limite à gauche 
en a (resp. à droite) égale à f(a), on dit que f est continue à gauche (resp. continue à droite) en a. 


Exemple 3. La fonction @ : x x est continue à droite en zéro. (On utilise directement les défini- 
tions.) 


Avec les notations de la définition 2, f est continue à gauche en a si, et seulement si 


(Ve > 0) (An>0) (Vrel) (a—-n<r<a—|f(x) — f(a)| <Ee). (2.3) 


Le lecteur écrira la proposition quantifiée relative à la continuité à droite. 
On dispose du théorème suivant, corollaire du théorème analogue du chapitre consacré aux limites. 


Théorème 2.4. Soit a € R, Î un intervalle voisinage de a et f une fonction à valeurs réelles ou 
complexes définie sur 1. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1. f est continue en a ; 

2. f est continue à gauche et continue à droite en a. 


2.3. Propriétés 
2.3.1. Théorème de prolongement par continuité 


Théorème 2.5. Soit I un intervalle voisinage (resp. voisinage à gauche, à droite) d’un point a et f une 
fonction à valeurs réelles ou complexes définie sue I\{a}. On suppose que f possède une limite | (resp. 
limite à gauche, limite à droite) en a. Alors, l'application f définie sur 1 par 


Vxe I\{a}, f(x) = f(x) f(a)=1t. 


est continue (resp. continue à gauche, continue à droite) au point a. 


Le théorème résulte immédiatement des définitions. L'application f s'appelle le prolongement par conti- 
nuîté de f au point a. Souvent, on notera encore ce prolongement f. 


Exemple 4. On considère la fonction f définie par 
VreR®, f(x) = (sinx)/x 


On a lims_0,»40 f(x) = 1. On prolonge f par continuité en posant f(0) = 1. 


2.3.2. Propriétés algébriques 


Soit / un intervalle, voisinage d’un point a, f et g deux fonctions à valeurs réelles ou complexes dont 
l’ensemble de définition contient J. 


Théorème 2.6. Si les fonctions f et g sont continues en &, on a : 
1. la fonction f + g est continue en a ; 

2. pour tout scalaire À, la fonction X\f est continue en à ; 

3. la fonction fg est continue en a. 


Exemple 5. L'application du théorème 2.6 permet de montrer qu’une fonction polynôme est continue 
en tout point de R. 


En effet : 

i. la fonction id : x + x est continue en tout point de R ; 

ii. une récurrence simple, utilisant le point 3. du théorème 2.6, établit la continuité de la fonction x + x" 
pour tout n € N et en tout point de R ; 

iii. le point 2. permet d'établir la continuité de la fonction x + Àx”, pour tout (n, À) E N x C et en tout 
point de R ; 

iv. le point 1. et une récurrence finie montre alors la continuité de toute fonction polynôme en tout point 
de R. 


Théorème 2.7. Si l’on suppose de plus que g(a) est non nul, alors : 
1. il existe un intervalle J, voisinage de a sur lequel la fonction g est non nulle ; 
2. la fonction f/g dont l’ensemble de définition contient J est continue au point à. 


Ces théorèmes sont conséquences des théorèmes analogues du chapitre consacré aux limites. On laisse 
au lecteur le soin d’énoncer les théorèmes relatifs aux cas où f et g sont supposées continues à gauche 
ou à droite au point a. 


Exemple 6. L'application du théorème 2.7 permet de montrer qu’une fonction rationnelle est continue 
en tout point de son ensemble de définition, c’est-à-dire en tout point où son dénominateur ne s’annule 
pas. 


On peut également énnoncer les propriétés suivantes liées à la valeur absolue ou au module et à la relation 
d'ordre : 


Théorème 2.8. Si les fonctions f et g sont continues en à, on à : 

1. la fonction |f| est continue en à ; 

2. si les fonctions f et g sont à valeurs réelles, les fonctions sup(f, g) et inf(f, g) sont continues en 
a. 


Preuve. - Le 1. découle de l'inégalité : Ve I, [|f(æ)| — [f(a)l| < | f(x) — f(a)|. 
Le 2. vient des égalités entre fonctions 


sup(f,s) = 5 +a+lf-g) img = (+9 lf- 9), 


et de l’application du point 1. de ce théorème et du théorème 2.6, points 1. et 2. 


2.3.3. Composition 


L’énoncé du théorème de composition des limites vu au chapitre concerné peut être simplifié si l’on ajoute 
une hypothèse de continuité. Voici l’énoncé. 


Proposition 2.9. Soit À une partie une partie de R, a un point adhérent à À, b un nombre réel et f 
une fonction à valeurs réelles dont l’ensemble de définition contient A et tendant vers b pour x tendant 
vers à, suivant À. Soit g une fonction à valeurs réelles ou complexes définie sur un intervalle J, voisinage 
de b et continue au point b. Alors la fonction go f admet g(b) comme limite en a suivant A. 


Preuve.- Tout d’abord remarquons que comme J est voisinage de b, il existe 0 > 0 tel que l’intervalle 
J' =]b — 5,b +06! soit inclus dans J. Puis comme lim; are A f(a) = b, il existe n > 0 (<< relatif à 0 >>) tel 
que 

Vze ANa—ma+n|, f(x) €]b — 6,b +6. 


La fonction go f est définie sur 4’ = AN]a — n, a +n[. Les notions en jeu étant locales, nous travaillerons 
sur À’ et J’. La preuve se poursuit comme dans le théorème composition des limites. Soit &’ > 0. Il existe 
0’ > 0 tel que 

VyeJ, [y—bl < 8 = |g(y) — g(b)| < €’. 


Relativement à 0”, il existe 7/ > 0 tel que 
Vre A", za <n=|f(x) —b] < à. 
Comme f(4') € J’, il vient (en faisant <<jouer à f(x) le rôle de y>>) 


Vre A, x—-al<n = |g(f(x)) — g(b)l < &’. 


D'où le résultat. 


On en déduit le théorème suivant. 


Théorème 2.10. Soit 1 un intervalle R, voisinage d’un point a et f une fonction à valeurs réelles définie 
sur Î et continue en a. Soit J un intervalle de R voisinage de f(a) et g une fonction à valeurs réelles ou 
complexes définie sur J et continue au point f(a). Alors la fonction go f, qui est définie sur un intervalle 
voisinage de a, est continue en a. 


Dans le cadre d’un exposé d’oral, on peut se limiter à l’énoncé suivant : 
; P 


Théorème 2.11. Soit Î un intervalle R, voisinage d’un point a et f une fonction à valeurs réelles définie 
sur Î et continue en a. Soit J un intervalle de R voisinage de f(a) tel que f(1) € J.et g une fonction à 
valeurs réelles ou complexes définie (au moins) sur J, continue au point b — f(a). Alors la fonction go f, 
qui est définie sur 1, est continue en a. 


Preuve.- Démontrons ce théorème de manière indépendante des précédents. Soit € > 0. Il existe 0 > 0 
tel que 
VyEJ,  [y—-b <= |g(y) — gb) <e. 


Relativement à 6, il existe 7 > 0 tel que 
Vxelr, [x-al<n—=/]|f(x) — b| < 6. 
Comme f(1) € J, il vient (en faisant <<jouer à f(x) le rôle de y>>) 


Vzel, a <n= {|g(f(x)) — g(b)l < e. 


D'où le résultat. 


2.3.4. Continuité et suites 


Théorème 2.12. Soit 1 un intervalle R, voisinage d’un point a et f une fonction à valeurs réelles ou 
complexes définie sur I. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1. la fonction f est continue au point a ; 

2. pour toute suite (as )nen de points de Î convergeant vers a, la suite (f(a))neN converge vers f(a). 


Preuve.- C’est un corollaire du théorème correspondant du chapitre consacré aux limites. 


Remarque 4. On utilise parfois ce théorème pour montrer qu’une fonction f n’est pas continue en un 
point. On montre, par exemple, l'existence d’une suite (a, )hen telle que (f(as))nen ne tende pas vers 
f(a). On donne un exemple ci-dessous. On trouve dans le paragraphe consacré à l’image par une fonction 
d’un intervalle fermé borné une autre application de ce résultat. 


Exemple 7. On considère f : R — R définie par 
Vx ER", f(x)=sin(1/x), f(0) =bER. 


En utilisant la négation du théorème 2.12 on montre qu'aucune valeur b € R ne rend f continue en 
0. Il suffit de trouver deux suites (ay )nen et (a},)nen telles que limy_+15 4n = UMy-+00 4, = 0 et 
limn-+00 f (an) À liMn-+00 f (an). 


3. Fonction continue 


Cette section contient des résultats fondamentaux, pour les fonctions continues d’une variable réelle : le 
théorème des valeurs intermédiaires, les propriétés de l’image par une fonction continue d’un intervalle 
et notamment d'un intervalle fermé borné. Il est indispensable pour tout candidat au CAPES de les 
connaître et de savoir les démontrer. 


3.1. Définitions 


Définition 3. Soit 1 un intervalle ouvert non vide de R et f une fonction à valeurs réelles ou complexes 
définie sur I. On dit que f est (une fonction) continue sur I si f est continue en tout point de I. 


Remarque.- Un intervalle ouvert Z est voisinage de chacun de ces points : ceci donne un sens à la 
définition. 


Définition 4. Soit 1 = [a,b|, un intervalle fermé borné de R et f une fonction à valeurs réelles ou 
complexes définie sur I. On dit que f est (une fonction) continue sur I si f est continue en tout point de 
Ja, b[, continue à droite en a et à gauche en b. 


Le lecteur écrira les définitions d’une fonction continue sur un intervalle 7 quelconque en s’inspirant des 
q 

définitions 3 et 4 On peut généraliser ces définitions à une fonction définie sur un ensemble ouvert 

quelconque de R, c’est-à-dire à f définie sur une réunion d’intervalles ouverts. 


3.2. Propriétés algébriques des fonctions continues 


Les théorèmes 2.6, 2.7, 2.8 et 2.10 entrainent immédiatement les résultats suivants. 


Théorème 3.1. Soit I un intervalle, f et g deux fonctions à valeurs réelles (resp. complexes) définies 
sur Î, continues sur I et À un nombre réel (resp. complexe). Alors : 

1. les fonctions |f|, Àf , f +g et fg sont continues sur I ; 

2. si les fonctions f et g sont à valeurs réelles, les fonctions sup(f, g) et inf(f,g) sont continues sur 
k$ 


3. si l’on suppose de plus que la fonction g ne s’annule pas sur I, la fonction f/g est continue sur I. 


Théorème 3.2. Soit 1 un intervalle ouvert R, et f une fonction à valeurs réelles définie et continue sur 
1. Soit J un intervalle ouvert de R et g une fonction à valeurs réelles ou complexes définie et continue 
sur J. On suppose f(1) € J. Sous ces hypothèses, la fonction go f est continue sur I. 


3.3. Le théorème des valeurs intermédiaires 
Toutes les fonctions considérées dans ce paragraphe seront à valeurs réelles. 


On énonce une première version du théorème : 


Théorème 3.3. Soit a et b deux réels tels que a < b et & une fonction définie et continue sur l’intervalle 
[a,b], à valeurs réelles, telle que (a) et 4(b) soient non nuls et de signes contraires. Alors, il existe c 
appartenant à ]a, b] tel que 4(c) soit nul. 


Preuve.- Avec les notations du lemme, nous supposerons par exemple w(a) < 0 et 4(b) > 0. Notons 
alors J = {x e T|VEE [a,x] p(E) < 0}. 
L'ensemble J est un intervalle borné, non vide puisque a € J et différent de J puisque b & J. Soit c la 
borne supérieure de J. La proposition 2.2 entraine que c € J. En effet si w(c) était strictement négatif, 
il existerait Ô > 0 tel que 

V£Ee [c,c+ô[ w(£) < 0. 


Ce qui contredit le fait que c est la borne supérieure de J. On a donc w(c) > 0. Mais si g(c) était 
strictement positif, il existerait 0’ > 0 tel que VE € Ïc — 0',c] w(£) > 0, contredisant de nouveau le fait 
que c est la borne supérieure de J. On a donc w(c) = 0. 


Théorème 3.4. Théorème des valeurs intermédiaires.- Soit 1 un intervalle non vide de R et f une 
fonction définie et continue sur 1, à valeurs réelles. Pour tout couple (a,b) de points de TI et tout point y 
appartenant au segment d’extrémités f(a) et f(b), il existe c € T compris entre a et b tel que f(c) — y. 


Preuve.- Soit donc (a,b) € I? avec a < b. Si f(a) = f(b), on a y = f(a) et a convient. Nous supposerons 
donc f(a) £ f(b). Si y = f(a) (resp. y = f(b)), le point a (resp. b) fournit une solution. Il reste le cas où 
y est strictement compris entre f(a) et f(b). On applique alors le lemme 3.3 à la fonction w définie sur 
[a, b] par w(x) = f(x) — y. Cette fonction est continue sur a, b] et vérifie en effet w(a)y(b) < 0. 


Un énconcé équivalent au théorème 3.4 est le suivant. 


Théorème 3.5. Soit 1 un intervalle non vide de R et f une fonction définie et continue sur 1, à valeurs 
réelles. L'image par f de tout intervalle J inclus dans 1 est un intervalle. 
En particulier f(1) est un intervalle. 


Preuve. 
1. Supposons le théorème 3.4 vrai. Soit J un intervalle inclus dans Z et (f(a), f(b)) un couple de points 
de f(J). Tout point y compris entre f(a) et f(b) est image par f d’un point compris entre a et b, donc 
d’un point de J. Ainsi, y appartient à f(J) et le segment d’extrémités f(a) et f(b) est inclus dans f(J). 
Ainsi f(J) est un intervalle. 

2. Supposons le théorème 3.5 vrai. Soit (f(a), f(b)) un couple de points de f(1), avec par exemple a < b. 
Posons À — f([a,b]). Comme Æ est un intervalle, le segment [f(a), f(b)] est inclus dans X et tout 
y € [f(a), f(b)] est image d’un point de [a, b]. 


Le lecteur pourra établir, à titre d'exercice, les corollaires suivants des résultats ci-dessus. Le premier est 
une version assez générale du théorème des valeurs intermédiaires. Le second est en fait déjà un corollaire 
facile du théorème 3.3. 


Théorème 3.6. Soit I —]a,b| un intervalle non vide de R, avec (a,b) € (RU{—,+})? et f une 
fonction définie, continue sur I et à valeurs réelles. On suppose de plus qu'existent ms, za f(*) et 
lims_vr<o f(x), ces limites pouvant être infinies. Pour tout y strictement compris entre lims_,a,#>a f (€) 
et lims_5.x<v f(x), il existe c appartenant à I tel que f(c) = y. 

En particulier si lims_4x>a f(x) = — et lims_5»<v f(x) = +, l’image de I par f est R. 


Théorème 3.7. Soit f une fonction une fonction définie, continue sur un intervalle 1 et à valeurs réelles. 
Si f ne s’annule pas, alors f garde un signe constant sur 1. 


3.4. Fonction continue sur un intervalle fermé borné 


Le résultat suivant est fondamental et sera souvent utilisé dans la suite. Sa démonstration n’est pas très 
difficile, si l’on admet le théorème de Bolzano- Weierstrass. 


Théorème 3.8. Soit I = [ab] un intervalle non vide de R et f une fonction continue définie sur I à 
valeurs réelles. L'’intervalle f(1) est un intervalle fermé borné. En particulier, il existe +1 € [a,b] et 
x2 € [a, b] tels que 

(1) = infsetau f(&)  f(x2) = supsetay f(æ). 


Preuve.- D’après le théorème 3.5, f(1) est un intervalle : il reste à voir qu’il s’agit d’un intervalle borné, 
et qu’il contient ses bornes. 

1. f est bornée.- Procédons par l'absurde. Si f n’était pas bornée f serait soit non majorée, soit non 
minorée. Supposons par exemple f non majorée. Pour tout n € N, il existerait &, € I tel que f(£») > n. 
D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, la suite bornée (x,),eN possèderait une sous-suite, notée 
(£n,)pen, convergente. Soit c sa limite. Comme f est continue sur 1, la suite (f(ên,))eN Convergerait 
vers f(c). Or l'inégalité f(£n,) > n, entraine la divergence de la suite (f(£n, ))pen- 


L’'intervalle f(1) est donc borné. Posons 


m = inf(f({)) = infsetas f(x) M = sup(f(1)) = supretan f(x). 


2. Les valeurs m et M sont prises par f.- Montrons par exemple que M est valeur prise par f. Les 
propriétés d’une borne supérieure entrainent que pour tout entier n il existe &, € [a, b] tel que 


M —1/(n+1) < f(ên) < M. 


D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, la suite (&,)1eN possède une sous suite, notée (£,,)pen, 
convergente. Notons 2 € [a, b] sa limite. La suite (f(£n,))»eN converge vers f(x2), avec 


VpeN, M—1/(n:+1)<f(é,)<M. 


D'où, par prolongement d’inégalité f(x2) = M, puisque lim,_,,, 1/(n, + 1) = 0. 


Dans le cas d’une fonction à valeurs complexes, le théorème 3.8 entraine le résultat suivant. 


Théorème 3.9. Soit I = [a,b] un intervalle non vide de R et f une fonction continue définie sur I, à 
valeurs complexes. La fonction f est bornée et la fonction |f| atteint ses bornes. En particulier, il existe 
ti € [a.b] et x2 € [a, b] tels que 


Fa) = Mfserau 1f(m) f(x) = supsete,e lF(&)|- 


Preuve.- D’après le théorème 3.1, la fonction |f| est continue sur [a,b]. D'après le théorème 3.8, 
l'intervalle f(7) est fermé et borné. En particulier, il existe 1 € [a, b] et 2 € [a, b] tels que 


Fa) = mfeelas |f(&)  f(x2) = supsetat lf(&)- 


4. Monotonie et continuité - homéomorphismes 


4.1. Monotonie, limites et continuité 


Dans ce paragraphe, 1 sera un intervalle d'intérieur non vide et f une application définie sur 7 à valeurs 
réelles. On notera, pour a € I, lorsque cela a un sens 


J(a”) = limy_ax<a f(x) fl”) = limy_ax>a f(x). 


Théorème 4.1. On suppose f monotone sur 1. 
1. L'application f possède une limite à gauche et une limite à droite en tout point de l’intérieur de I. 
De plus si f est croissante (resp. décroissante) 


f(a ) — SUPSE] 00 ,a[N1I Fa f(a*) — infzela,+oofnr f(x) (4.1) 
(resp. f(a”) = infse)-00,afn1 f(x), CR — SUPzreja,+oo[n1 f(x) ). (4.2) 


2. Si I est majoré (resp. minoré) et si sup I (resp. inf I ) appartient à T, f possède une limite à droite 
(resp. à gauche) en sup (resp. inf ). 


Preuve. 
i. Traitons le cas où f est croissante et où a est un point intérieur à /. Posons 


E={f(x), te]l-co,a[n1}. 


L'ensemble E est non vide et majoré par f(a) : il possède une borne supérieure, notée ! = sup E, candidat 
à être la limite à gauche en a. Soit en effet € > 0. Comme { = sup E, il existe x €] — co, aÏN] tel que 
l—Ee< f(x) <1. Posons 7 = a — x. La croissance de f entraine alors 


Vz e]-co,a[N1, a-n<r<a—l-e< f(x) <l. 


Ainsi f(a”) — SUPz3E])-00,a[N1 f(x). 
Une démonstration analogue montre que 


f(a*) _— infreja,+oo[n7 f(x) 


it. Le cas f décroissante se traite en appliquant le à. à — f. Le cas d’une borne de 1 se traite de manière 
analogue. 


Remarque.- Supposons f croissante. Soit a un point de l’intérieur de 1. Pour tout (x,y) € 1?, avec 
T<a<y,on à 


f(x) < f(a ) < f(a) < f(a') < f(y). 


Ceci résulte directement de la croissance de f et des propriétés 4.1. 


Théorème 4.2. Si f est monotone sur 1, l’ensemble D des points de discontinuité de f est au plus 
dénombrable. 


Preuve.- On propose deux démonstrations qui reposent à la base sur la dénombrabilité de l’ensemble N, 
qui entraine celle de Q, et sur la densité de Q dans R. 


Première démonstration.- Nous nous placerons dans l’hypothèse ou f est croissante. À chaque point x 
intérieur à Z, on fait correspondre l'intervalle J, =] f(x), f(x*)[. S'il y a lieu, on fait correspondre à la 
borne inférieure a (resp. borne supérieure b) de T, si elle appartient à 1, l'intervalle 


Ja =lf(a), (a) ; (resp. Ji =1f(b), FO)[). 


Pour tout x appartenant à 7, on remarque que J, est non vide si, et seulement si, f n’est pas continue 
en + ; en outre, pour deux points de J distinct, x et y, les intervalles J; et J,, ont une intersection vide, 
en raison de la croissance de f. 

On désigne alors par Æ l’ensemble des points de discontinuité de f. Pour chaque + € FE, on choisit 
un rationnel r(x) appartenant à l'intervalle non vide J,. L'application r ainsi définie sur Æ, à valeurs 
rationnelles, est injective par construction de r(x) et des intervalles J,. L'ensemble Æ est donc au plus 
dénombrable, puisqu'il s’injecte dans un ensemble dénombrable. 


Deuxième démonstration. Soit f : I — R croissante. Notons E(J, f) l’ensemble des points de discontinuité 
de f. 
i. Supposons d’abord J fermé borné. On définit une fonction s : I = [a,b] — R, par 


s(a) = f(a*)— f(a), Vrelab|, s(x) = f(x) — f(x), sb) = f(b) — f(b°). 
La fonction s est à valeurs positives, car f est croissante. On a de plus clairement 


s(x) Z0<— f n’est pas continue en x. 


On pose, pour tout n EN, E, = {x EI | s(x) > 1/(n+1)}. Soit k > 1 un entier et (x;),<< une 
famille de points de E, rangés dans l’ordre croissant. On a 


Diastei) = 22, (ft) — fes )), 
< fat) DT (flan) — fe) — f(x) < F() — F(a), 


la quantité soulignée étant positive. 
D'autre part, il vient D _us(xi) > k/(n+1). Ainsi k& < (f(b) — f(a)) (n +1). On en déduit que le cardinal 
de E, est fini. Comme ÆE(J, f), est réunion des (E,),,-w, il est au plus dénombrable. 

ii. Supposons Î quelconque.- Tout intervalle réel Z est réunion au plus dénombrable d’intervalles fermés 
bornés. Posons 1 = Uypenlin. On à E(I, f) = UnenE(Ln, f). Ainsi E(I, f) est au plus dénombrable, 
comme réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables. 


Théorème 4.3. On suppose f monotone sur 1. Les assertions suivantes sont équivalentes : 
1. l’application f est continue sur I ; 
2. f(T) est un intervalle. 


Preuve. 

[1 = 2] Sans l'hypothèse de monotonie, cela est vrai d’après le théorème 3.5. 

[2 = 1] Placons nous dans le cas où f est croissante. Nous allons montrer la contraposée. Nous ferons 
donc l’hypothèse que f n’est pas continue sur 1. En raison de la croissance de f, il existe alors a € I tel 
que f(a-) < f(a) ou f(a) < f(a*), l'une des égalités ayant un sens si a est une extrémité (éventuelle) 
de 1. 

Si a n’est pas une extrémités de J, il existe b appartenant à | — co, afN1, c appartenant à ]a, +oofN1 avec 
f() < f(a-) et f(a*) < f(c). Le segment [f(b), f(c)] n’est pas inclus dans f(7) puisque 


Vzelb,a[, Vyela,d, f(x) < fa) < f(a*)< f(y). 


Si a est une extrémité de Î, par exemple sa borne supérieure (en supposant qu’elle existe), il existe 
bE]— 0, afN1, avec f(b) < f(a-) < f(a). Dans ce cas, le segment [f(b), f(a)] n’est pas inclus dans f(7) 
puisque ]f(a”), f(a)Nf() = 


En conclusion, f(1) ne satisfait pas la caractérisation des intervalles. 


4.2. Homéomorphismes 
4.2.1. Définition et remarque 


Définition 5. Soit I un intervalle et f une application définie sur 1. On dit que f est un homéomorphisme 
si f est continue, bijective et si sa fonction réciproque est une fonction continue. 


Remarque.- Si une fonction f est continue, f(1) est un intervalle : la fonction réciproque de f (lorsqu’elle 
existe) est définie sur un intervalle, ce qui permet de poser le problème de sa continuité. 


4.2.2. Caractérisation des homéomorphismes 


Théorème 4.4. Soit I un intervalle non vide de R et f une application définie sur I. Les assertions 
suivantes sont équivalentes : 

1. l’application f est un homéomorphisme ; 

2. l’application f est continue et strictement monotone ; 

3. l’application f est continue et injective. 


Preuve. 
1—= 3] C’est clair : un homéomorphisme est en particulier une application continue et injective. 
P J 


[3 = 2] 
Première méthode : une démonstration à la main.- On procède en deux étapes. 
i. Pour tout triplet (a, b,c) € 1? , avec a < b < c, f(b) est strictement compris entre f(a) 


et f(c). 

(c) ou f(c) < 
f(b). Placons 
(d), d’après le 


Soit (a, b,c) un tel triplet. Puisque f est supposée injective une des deux inégalités f(a) 
c 


fa) est vraie. Supposons f(a) < f(c). Si f(b) é]f(a), f(c)[, soit f(b) < f(a), soit f(c) 


< 
< 
dans le second cas. On a alors f(c) € [f(a), f(b)] et il existe d € [a,b] tel que f(c) = f 


théorème des valeurs intermédiaires. Ceci est absurde, en raison de l’injectivité de f. C’est donc que 
J(b) e]f(a), F(c)[. 

ii. Etant donné un couple (a,b) de points de 7, avec a < b on a soit f(a) < f(b), soit f(a) > f(b). On 
démontre que : 

2.1. si f(a) < f(b) alors V(x,y) € I? x < y = f(x) < f(y) ; 

2.2. si f(a) > f(b) alors V(x,y) € I? x <y= f(x) > f(y). 

La méthode consiste à examiner toutes les positions relatives des points x,y,a et b. Par exemple, si 


T<y<a<b 


on a, d’une part, f(y) < f(a). En effet, sinon on aurait f(y) > f(a). Alors, comme y < a < b, le point 1. 
entrainerait que f(a) est strictement compris entre f(y) et f(b) d’où f(a) > min(f(y), f(b)) — f(b). Ceci 
est absurde, puisque f(a) < f(b) par hypothèse. On renouvelle le raisonnement avec le triplet (x, y, a) à 
la place du triplet (y, a,b). En conclusion f(x) < f(y). 
Les autres situations se traitent de manière analogue. 


Deuxième méthode.- On démontre le point ti. ci-dessus de manière directe. Supposons par exemple qu’il 
existe un (a, b) de points de 7, avec a < b et f(a) < f(b). Montrons alors par l’absurde que 
V(x,y) EL x <y= f(x) < f(y) 
Soit donc x et y deux points de J avec f(x) > f(y). Posons 
Vte [0,1] gt)=(1-tha+ix  h(t) =(1—-t)b +ty, 


Les fonctions g et h vérifient : 

1. VET0,1] gt) < h(t) (en raison des inégalités a < b et x < y) : 

2. g([0,1]) C Zet h([0,1]) C TZ (en effet g([0,1]) est le segment d’extrémités a et x, qui est inclus dans 
1, puisque J est un intervalle contenant a et x ; le lecteur écrira l’argument analogue pour h). 


On pose alors, pour t € [0,1], 
p(t) = F(g(t)) — f(R(E)). 


La fonction 4 est continue sur [0, 1] comme différence de deux fonctions, chacune composée de fonctions 
continues. On a de plus 


p(0) = f(a) — f(b) <0 (1) = f(x) — f(y) Z 0 


Il existe donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, c éventuellement égal à 1 tel que w(c) = 0. 
Donc f{g(c)) = f(h(c)) : par injectivité de f, il en résulte que g(c) = h(c). Cette dernière égalité contredit 
la propriété 1. des fonctions g et h ci-dessus. 


2 = 1] L'application f étant continue et strictement monotone, f(1) est un intervalle et f réalise une 
bijection de 1 sur J = f(1). Alors f possède une application réciproque f-! définie sur l'intervalle J. 
Elle est en particulier monotone, comme fonction réciproque d’une fonction monotone. (Le lecteur est 
invité à redémontrer ce résultat.) Selon le théorème 4.3 f-! est continue sur J. 
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OUTILS POUR 
PLC1-Mathématiques L'ETUDE LOCALE DES FONCTIONS 


Auteur : A. Delcroix 


1. En guise d’introduction 


1.1. Un conseil sur ces outils 


Nous donnons des rappels sur deux outils d’étude locale des fonctions, la comparaison des fonctions et 
les développements limités. Ces outils, peut être parce qu’il y est question d’être négligeable, équivalent, 
sont souvent maniés de manière un peu floue alors, que tout au contraire, la rigueur doit être, ici comme 
ailleurs, absolue sous peine de commettre des erreurs graves. 


1.2. Notation 


Dans tout ce document, on notera, pour x € R, V, l’ensemble des intervalles ouverts, voisinages de x. 
Pour x = +00 (resp. x = —), V, sera l’ensemble des intervalles du type Ja, +oo![ (resp. ]-co, al ), a 
décrivant R. 


2. Comparaison des fonctions 


2.1. Conventions 


Dans toute la suite de la section 2 à l’exception de son dernier paragraphe, on supposera 
donnés À une partie de R, x un point de R appartenant à À et /, un élément de V,,. 


Les fonctions considérées seront définies sur un ensemble contenant AN, à valeurs réelles ou complexes, 
sauf mention du contraire, sans que cela soit explicitement rappelé dans chacun des énoncés. 


Dans les cas pratiques, les fonctions seront soit définies sur un voisinage de +0 (A = R, xo € R), soit 
sur un voisinage pointé de to (A = R\{x0}, to € R), soit sur un voisinage à gauche ou à droite de x, 
contenant ou non #9. On laisse au lecteur le soin de trouver les parties À qui correspondent à ces derniers 
cas de figure. 


2.2. La relation de domination 


Définition 1. On dit que f est dominée par g au voisinage de x (suivant À) s’il existe T € V,, inclus 
dans 10 et K € R* tels que 
Ve INA, f(x) < Kg(x)|. 


Notations.- Si f est dominée par g on notera f — O(g) (notation de Landau) ou bien f < g (notation 
de Hardy). On précisera au voisinage de xo suivant À où en xo suivant À en cas de confusion possible. 
La précision suivant À sera omise s’il n’y à pas d’ambiguité sur la partie À. On pourra également utiliser 
les notations suivantes 


TT T— 20 
Exemple 2.1. On a l’équivalence : 
1. f est bornée au voisinage de to, 
2. f — O(1), au voisinage de &o. 
Exemple 2.2. On a x = O (æ°) si et seulement si a > bet x° = 0 (x?) si et seulement si a < b. 
L— T— +00 


Remarques. 
1. Si f — O(g) au voisinage de +o, il existe J € V,, tel que sur J N À tout zéro de g est un zéro de f. 
2. La fonction nulle est dominée par toute fonction. 


On peut considérer la relation O comme une relation binaire sur les couples de fonctions définies sur 
AN 10. Cette relation est réflexive et transitive (preuve facile). De plus, on dispose de la proposition 
suivante, de démonstation facile. 


Proposition 2.1. 
1. Soient f1, fa, g trois fonctions définies au moins sur AN 1, et À un scalaire. Si f1 = O(g) et f2 = O(g), 
alors 


fi+fi=0(g) ; ÀAfi =0O(). 
2. Soient f1, f2, g1 et g2 des fonctions définies au moins sur AN 10. Si f1 = O(gi) et fa — O(g2), alors 


fifa = O(gig2). 


Mais attention, dans les mêmes conditions il est en général faux que l’on ait f1 + fa — O(g1 + g2) comme 
le montre le contre-exemple suivant : 


Exemple 2.3. On prend to = +00, f1 = x?, fa = x —x?, ga = 2°? +1, ge = —x?. 


problème que f1 = O(gi) et f2 = O(g2), mais fi+ fa = x et gi + g2 = 1. 


On vérifie sans 


Remarque.- On définit parfois la relation de similitude sur les couples de fonctions. On dit que deux 
fonctions f et g définies sur AN 10 sont similaires au voisinage de xo, suivant À si f — O(g) et g = O(f), 
au voisinage de xo, suivant À. Cela se traduit par l’existence d’un intervalle Z € V,, inclus dans /, et de 
deux réels a et 5 strictement positifs tels que 


Vxe INA, alg(x)| <|f(x)l < B1g(x)|. 


On vérifie facilement que la relation de similitude est une relation d'équivalence sur l’ensemble des 
fonctions définies sur AN Lo. 
2.3. La relation de prépondérance 


Définition 2. On dit que f est négligeable devant g, ou que g est prépondérante devant f au voisinage 
de xo (suivant À) si 


(Ve > 0) (n>0) (Vre INA) (x xo) <n = |f(x)| <elg(x)|). 


Notation.- Si f est négligeable devant g, on notera f — o(g) (notation de Landau) ou bien f < g 
(notation de Hardy). En cas de confusion possible, on ajoutera au voisinage de x0 suivant À ou en x 
suivant À. La précision suivant À sera omise s’il n’y a pas d’ambiguité sur la partie A. On pourra 
également utiliser les notations suivantes 


f(&æ)= 0 (g(x))  f(x)= < g(x) 
T—To T—To 
Remarque.- Si f est négligeable devant g, f est dominée par g. 
On en déduit en particulier que si f = o(g) au voisinage de vo, il existe J € V,, tel que sur J N À tout 
zéro de g est un zéro de f. 


Exemple 2.4. On a l’équivalence : 
1. f tend vers 0 pour x tendant vers %o ; 
2. f —o(1), au voisinage de &o. 


Exemple 2.5. Onazx®= o (x?) si et seulement sia>betenx=+æ,ona 2®— o (x?) siet 


æ—0 æ— +00 


seulement si a < b. 


On démontre cette propriété en écrivant x% = x%-Ÿxb. C’est ce principe que l’on généralise dans la 
propriété : 


Proposition 2.2. Soient f, g deux fonctions définies sur le même voisinage de x0. Sont équivalentes : 

1. f — o(g) au voisinage de x, suivant À ; 

2. il existe un intervalle J € V,, et une fonction & définie sur AN J tels que f = wg sur AN J avec 
lim (x) =0. 


T—to, TEA 


Preuve.- L'implication [2 = 1] est claire (on écrit simplement la définition de la limite, pour la fonction 
w). Pour l'implication [1 = 2], on sait qu’il existe un intervalle J inclus dans Z5 sur lequel tout zéro de 
g est un zéro de f. On définit alors une fonction @ pour x € AN J par 


p(x) = 0, si g(x) = 0 ; Ex) = f(x)/g(x), si g(x) À 0. 
On vérifie que l’on a bien f(x) = w(x)g(x) pour tout x € AN J, en étudiant séparement les cas g(x) Z£ 0 
et g(x) = 0. 
Comme f — o(g), pour tout € > 0, il existe 7 > 0 tel que 
(Vz EAN J) (x — ol < 9 = |f(x)| <eg(x)|). 


On constate alors, en étudiant de nouveau séparement les cas g(x) £ 0 et g(x) — 0, que 


(Vr € ANJ) (x — xol <n = |f(x)l < elg(x)|). 


D'où la conclusion lim (x) — 0. 
T—x0, TEA 


On peut considérer la relation o comme une relation binaire sur l’ensemble des fonctions définies sur 
AN Lo. Cette relation est transitive (preuve facile) et de plus : 


Proposition 2.3. 
1. Soient f1, f2, g trois fonctions définies sur AN 10 et À un scalaire. Si f1 — o(g) et f2 — o(g), alors 


fi+f2=o(g) ; Afi=o(g). 
2. Soient f1, f2, g1et g2 des fonctions définies sur AN. Si f1 = o(g1) et fa — o(g2), alors f1 fa — o(g1g2). 


La démonstration de la proposition 2.3 est immédiate, en utilisant la caractérisation de la proposition 
2.2. Elle découle simplement des propriétés algébriques des limites. 


Comme pour la relation de domination, il est en général faux que l’on ait, dans les conditions de la 
proposition 2.3, f1 + f2 = o(g1 + g2). En voici un exemple. 


Exemple 2.6. On prend x9 = +00, f1 = 1+?, fo = x? — 1, g1 = 1+ 2%, go = 1 — x. On vérifie sans 
problème que f1 = o(g1) et f2 = o(g2), mais f1+ fa = 2x? et gi + ge = 2. 


2.4. La relation d’équivalence 


Définition 3. On dit que f est équivalente à g au voisinage de x0 (ou en xo), suivant À si f — g est 
négligeable devant g au voisinage de xo suivant À. 


Notation.- Si f est équivalente à g au voisinage de +9 , on notera f + g. On ajoutera au voisinage de 
xo suivant À où en xo suivant À en cas de confusion possible. La précision suivant À sera omise s’il n’y 
a pas d’ambiguité sur la partie A. On pourra également utiliser la notation suivante 
J(æ) © (g(x)). 
T— To 


Théorème 2.4. La relation << f est équivalente à g au voisinage de xo suivant A > > est une relation 
d'équivalence sur les fonctions définies sur AN 1. 


Preuve.- Nous donnons ici une preuve complète de ce résultat. Cependant, il est plus facile de le voir 
comme un corollaire du théorème 2.5 ci-dessous. 
1. La relation est clairement réflexive : la fonction nulle est négligeable devant toute fonction. 


2. Symétrie. On se donne f et g définies sur AN 1, telles que f + g en xo. Soit 7 > 0. Il existe 0 (mn) > 0 
tel que 
(Vz EINA) (x — 2x0) < 8(n) = f(x) — gx) < nlg(x)|) . 


De la majoration |g(x)| < | f(x) — g(x)| +|f(x)|, il vient en remplacant dans l’expression ci-dessus, et en 
réordonnant 


(Vae1NA) (leo) < 6m) + |f(e) — af) < 5 1f()). 


Soit alors € > 0. Considérons n = £/(1 +€) (de sorte que € — n/(1 — n)). D'après le calcul précédent il 
existe Ô > 0 tel que, pour tout x € 1 N A avec |r — ro] < 6, on a 


JFG) — ge) < 5 lf() = ef (x). 


D'où l’on déduit g — f —o(f) en «o. 
3. Transitivité. On se donne f , g et h définies sur AN 1, telles que f + g et g = hk en 0. Soit d’abord 


n > 0. De f — g — o(g) et g — h — o(h), on déduit l'existence de Ô (7) > 0 tel que tel que les deux 
propriétés suivantes soient vraies 


Vx € INA, (x x0ol < 6(n) = |f(x) — g(x)l < n1g(x)}) 
Vx € INA, (xl < 8 (n) = |g(x) — A(x)| < nlh(x)|) 


D'où, par l'inégalité triangulaire 

Vxe INA, (x xol < (7) = |f(æ) — h(x)| < n(1g(x)| + lR(x)})) . 
En majorant |g(x)| par n|h(x)| + |h(x)|, il vient 

V&eINA,  (l&-xol < 8(n) = |f(x) — h(x)| < (n° + 2m) lA(æ)|).. 


Pour € > O, il existe 7 > 0 tel que 0 < nm? +2n < €, car limy_o(n7? + 27) = 0. D’après le calcul précédent 
il existe donc Ô > 0 tel que, pour tout x € IN A avec [x — xp] <0,on a 


f(x) — h(x)| < (n° + 27) Ih()| < eA(x)|. 


D'où f — h en «o. 


Théorème 2.5. Soient f et g deux fonctions à valeurs réelles définies sur AN 15. Sont équivalentes : 

1. fr genx ; 

2. Il existe un intervalle J € V,, et une fonction @ définie sur AN J telle que f = (1 +4)g sur AN J et 
lim 2 (x) = 0. 


T—To, T 


Preuve.- Ce théorème est une conséquence immédiate de la proposition 2.2. On a en effet l’équivalence 


Fà a (g)- 


TT T—Txo 


On peut donc reformuler le théorème 2.5 en disant que (avec les mêmes notations) 


1.5 ges. Ga 


T—To T—to 


Le théorème 2.4 peut être vu comme une conséquence quasi immédiate du théorème 2.5. En effet, con- 
sidérons f , g et h définies sur À N 1 telles que f + g et g = h en &o. Il existe un intervalle J € V,, et 
une fonction @ (resp. 4) définie sur AN J tels que f = (1+4%)g (resp. g = (1+%)h) sur AN J avec 


9= o (1) (rm.v= o (1). 


T—To T—To 


On a alors g= f(1+%) sur un ensemble AN J' où J' € V,,. De plus (1+) "= o (1). Enfin 


f=(+v)({+v)h=(+p+v+vop)h, 


avec p+wvd+ob—= o (1). 


T—T0 


Donnons quelques corollaires du théorème 2.5. 


Corollaire 2.6. Soient f1, f2, giet g2 quatre fonctions définies sur À N 1, telles que f; = gien *xo et 
f2 — g2 en to. On à f1 f2 — g1g2 en to. 


Sous les mêmes hypothèses il est en général faux que l’on ait f1+ f2 © g1+g2 comme le montre l’exemple 
suivant. 


Exemple 2.7. On prend 0 = 0, f1 = sinx, fo = x? — sinx, g = %, go — —x. On vérifie que fi mo 
z— 


et fa V2 mais fi+ fo = x? et gi + go = 0. 
z— 


Corollaire 2.7. Soient f et g deux fonctions à valeurs réelles définies sur A N 10, g ne s’annulant pas 
sur cet ensemble. Alors : 
1. La fonction f est équivalente à g en xo suivant À si et seulement si lim ” node 

€ 


T—To, T 


2. On a l’équivalence 
Fu se US x, Var 


T— x — 20 
Corollaire 2.8. Si f + g au voisinage de x suivant À et si g possède une limite pour + — x, suivant 


A alors f possède la même limite pour x — x0, suivant À. 


Corollaire 2.9. On suppose que f et g sont à valeurs réelles. Si f = g au voisinage de x9 selon À alors 
il existe 1 € V,. tel que sur IN A, f et g ont même signe. 


Proposition 2.10. Soient f et g deux fonctions à valeurs réelles définies sur À N 1, telles que f = g 
en xo suivant À, g possédant une limite suivant À strictement positive et différente de 1 en xo. Alors il 
existe un intervalle J € V,, tel que In f et In g soient définies sur AN J et l’on a 1n f + Ing en xo suivant 
A. 


Remarque.- La proposition précédente est encore vraie lorsque g tend vers + en x. 


En revanche l'hypothèse f + g en xo n’entraine pas en général un résulat semblable sur l’exponentielle 
des fonctions f et g, comme le montre le contre-exemple f(x) = x? et g(x) = x? +x en x = +. On 
dispose cependant du résultat (immédiat) : 


Proposition 2.11. Soient f et g deux fonctions à valeurs réelles définies sur AN 10. On a 


exp f —expg, en xo suivant A lim AN — g)(x) = 0. 


T— To, TE 


i. Supposons exp (f) + exp (g). D’après le théorème ?? il existe un intervalle J € V,, et une fonction 
0 définie sur AN J telle que exp(f) = 0exp (g) sur ANJ et lims_w0,»e A 0(&) = 1. L'égalité précédente 
entraine que la suite 0 est à valeurs strictement positives. D'où 


Vre ANJ, f(x) =m(8(x)) +g(x). 


avec lims_,.»eA 1m (0 (x)) = 0. 
ii. Réciproquement, si limz_»5,e 4 (f(x) — g(x)) = 0, on pose h = f — g sur AN J. On a alors 


Vxe ANJ, exp(f(x)) = exp(h(x))exp (g(x)), 


avec lims_»0.reA nm (h(x)) = 1. D'où exp (u,) + exp (vu). 


2.5. Comparaison et intégration 


On considère dans ce seul paragraphe 7 un intervalle de R voisinage d’un réel x9, f une application 
définie sur 1 et à valeurs réelles ou complexes localement intégrable sur 7, g une application définie sur 
T'et à valeurs réelles positives localement intégrable sur 7. On se propose de comparer au voisinage de 
xo les applications (définies sur 7) 


ar [r, f(6) dt ; ct fr, g() dt. 
Proposition 2.12. On a les implications suivantes (k désigne un scalaire) : 
it f= 0 = fo d=, O0 (9) di) ; 
ü. f=,0, (= fi fOd=, 0, (JL 9(6) dt) ; 
ii. fn kg [ff dt = kr g(t) dt. 
æ 0 T—ZTo 


—+ TC: 


Preuve.- Avec les notations du texte, nous pouvons poser, pour tout x € Ï, 


fus 


Les propriétés 1., ii. et ii. reposent principalement sur la conservation des inégalités par l’intégrale. 
Supposons qu’il existe à un réel positif tels que |f| < ag. On à alors pour + > x 


F@= | a G() = 


1F(x)| = 


[ro < le |f()| dt < a | ot dt = a |G{(x)|. 


To 


De même si x < xo, on a 


1F(x)| = 


[ro = ['roa < [ro d< a [ddr alta]. 


D'où 
Vael, |F@)<e|lG(x)|. (2.1) 
i. Cela provient directement de la relation (2.1). 
à. Soit € > 0. Comme par hypothèse f — o (g), il existe n > 0 tel que 
T—To 

Vzel, (rx <n=|f(x)] < eg(x)). 

D'après la relation (2.1), on a, pour *# € [ro — 1, ïo +1], 
|F(x)l <e|G(x)|. 
Ainsi, on a bien F(x) = o (G{x)). 
T— To 

Pour iii., on revient à la définition de l’équivalence. On a 


fekge f kg = 0o(kg) = F —kG = o(kG) = F < KG, 


l'implication centrale venant de it. et de la linéarité de l’intégrale. 


3. Développements limités 


Dans cette section les fonctions considérées seront à valeurs réelles ou complexe sans que cela soit reprécisé 
dans les énoncés, sauf dans le paragraphe.3.4 où les fonctions sont à variables réelles. 


3.1. Définitions et premières propriétés 


Définition 4. Soit f une fonction définie au voisinage d’un point xo € R et n un entier. On dit que f 
possède un développement limité (en abrégé D.L.) d'ordre n en *x9 s’il existe une fonction polynôme F 
de degré au plus n telle que 

f(x) = Ex — to) + o((x — xo)"). (3.1) 


Définition 5. Soit f une fonction définie au voisinage de + (resp. —o). On dit que f possède un 
développement limité (en abrégé D.L.) d’ordre n en + (resp. —o) s’il existe une fonction polynôme F 
de degré au plus n telle que 


fa) = FC) +0(5) en +oo (resp. — æ). (3.2) 


Proposition 3.1. Soit f une fonction définie au voisinage de xo € R. (resp. + où —o) possédant 
un développement limité de partie principale F(x — 6) = y 9 ak (x — zo)". Alors 


L | D Jf@)-Xo if - to) 
ao — f(xo) ; Vk € (12, ,n}, Ak — nu (x = xo)* . 


Ceci est un résultat d’unicité du développement limité, lorsqu'il existe : la fonction polynôme F est 
entiérement déterminée par les (n +1) coefficients (ax )o<r<n. On dispose d’un résultat analogue lorsque 
%o = +00 où %0 — —-0. On appellera donc la fonction polynôme F vérifiant la relation (3.1) ou (3.2) 
lorsqu'elle existe, le développement limité d'ordre n de f en «o. 


Proposition 3.2. Soit f une fonction définie au voisinage de x € R et possédant en x9 un développe- 
ment limité F d'ordre n. Alors pour tout entier m < n, f possède un développement limité d'ordre m, 
obtenu en supprimant de F tous les termes de degré strictement supérieur à m. 


Remarque.- Soit f une fonction à valeurs réelles ou complexes définie au voisinage de x € R. On a 
l’équivalence (cf document calcul différentiel T) : 

1. f est dérivable en xo ; 

2. f possède un développement limité d'ordre 1 en to. 


En revanche, f peut posséder un développement limité d’ordre n > 1 et ne pas être deux fois dérivable 
en zo, comme le montre l’exemple suivant. 


Exemple 3.1. Soit f l’application définie sur R par 
VxzER\{0}, f(x) =zx%sin(1/x) ; f(0) = 0. 
On vérifie que f est de classe C! sur R (attention à la dérivabilité en 0), avec 
Vx ER\{0}, f'(x) = 3x? sin(1/x) — æcos(1/x) ; f'(0) = 0. 


Le quotient f’(x)/x n’admet pas de limite pour + tendant vers 0 en raison du terme en cos(1/x). Ainsi 
f n’est pas deux fois dérivable en 0. En revanche, comme on a f(x) = o(x?) en 0 , f admet la fonction 
polynôme nulle comme D.L. d'ordre 2 en 0. 


3.2. Développements limités et formule de Taylor 


On renvoie le lecteur au document calcul différentiel IT pour l'étude des formules de Taylor. 


Proposition 3.3. Soit f une fonction à valeurs réelles ou complexes définie au voisinage de x9 € R et 
n fois dérivable au point xo. La fonction f possède un D.L. F d'ordre n en x0. On a de plus 


F(x 20) = Xxo(x — 20)" FN) (xo)/k! 


La preuve est immédiate puisque la formule de Taylor-Voung donne précisement, avec les notations du 
théorème f(x) = F(x — xo) + o((x — xo)”). 


Avec les notations de la proposition 3.3, on remarque que si f est développable en série entière en x9 elle 
satisfait aux hypothèses pour tout entier n. On a donc : 


Proposition 3.4. Soit f une fonction à valeurs réelles ou complexes définie au voisinage de x0 ER et 
développable en série entière en xo. Pour tout n € N, la fonction f possède un D.L. d'ordre n en *o 
donné par son développement en série entière, tronqué à l’ordre n. 


On peut en donner une preuve directe. Supposons que sur un intervalle ? voisinage de x9 on ait 


Vxelz, f(x) = a — xo)Far. (avec (ax) € CN). 
On a alors 
Vel, f(x) = Pise — to)" ar +(r= æo)"+* RU — zo)*ar, 


= ox — to)*ax + o((x — xo)"). 
Les propositions 3.3 et 3.4 donnent la plupart des D.L. usuels (qu’il est bon de connaitre !). 


Exemples 3.2. Calcul du D.L. en 0 de x + expx, dx - m(1+x), dx + cosx, , dx + sinx de 
xzt+ (1+7x)" à tout ordre. 


3.3. Opérations sur les développements limités 
3.3.1. Linéarité des développements limités 


Proposition 3.5. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de x9 € R. On suppose que f (resp. 
g) possède un développement limité en x0 d'ordre n noté F (resp. G). Alors la fonction Xf + 1g admet 
comme développement limité en x d'ordre n la fonction polynôme ÀF + n1G. 


Preuve.- On le fait pour xo € R. On a 
F(œ) = F(x — xo) +o((x — zo)") ; g(x) = G(x — zo) + o((x — xo)"). 


D'où, par la proposition 2.3, [Af + ug|(x) = [AF + 1G](x — %0) + o((x — x0)”). 


Exemple 3.3. Calcul du D.L. en 0 dx + shx et de x + chx à tout ordre. (On peut aussi les obtenir 
par la proposition 3.4.) 
3.3.2. Produit de développements limités 


Proposition 3.6. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de x0 € R. On suppose que f 
(resp. g) possède un développement limité en xo d'ordre n noté F (resp. G). Alors la fonction fg admet 
comme développement limité en xo d’ordre n la fonction polynôme FG tronquée de ses termes de degré 
strictement supérieur à n. 


Une autre manière de le dire est que le développement limité de fg est obtenu en effectuant la division 
euclidienne du produit de FG par X"+#1. 
Preuve.de la proposition 3.6.- On le fait pour x9 € R. On a 


f(x) = F(&— 20) +o((x — to)") ; g(x) = G(x — ro) + o((x — xo)"). 
D'où 
f(æ)g(x) = (F(&— 20) +o((x — z0)")) (gx) = G(x — %0) + o((x — xo)")), 
F(x . xo)G(x CE xo) + o((x — xo)"), 


car les fonctions x + F(x — x0) et æ + G(x — x0) sont bornées au voisinage de x0/ 
On effectue la division euclidienne de la fonction polynôme FG par X"*#1, Il existe un couple de polynômes 
(S, R) tel que FG = S + X"*1R avec deg S < n. D'où 


FG{x — x0) = S(x — to) + (x — ro)" **R(x — 0) 


Il vient donc 
FG{x — xo) = S(x — xo) + o((x — xo)"). 


Puis f(æ)g(x) = S(x — 0) +o((x — zo)"). 


Exemple 3.4. Calcul du D.L. en 0 de x (expx) /V1+x à l’ordre 6. 


3.3.3. Quotient de développements limités 


Proposition 3.7. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de 0. On suppose que f (resp. g) 
possède un développement limité en 0 d'ordre n noté F (resp. G). Si de plus G(0) Z 0, alors la fonction 
f/g est définie au voisinage de 0 et admet comme développement limité en O0 d'ordre n la fonction 
polynôme Q associée au quotient Q(X) de la division par rapport aux puissances croissantes, à l’ordre 
n, de F(X) par G(X). 


Preuve.- D’après le théorème de division selon les puissances croissantes, il existe un unique couple de 
polynômes Q(X) et R(X) tels que 


F(X) = G(X)Q(X) + X"FIR(X), avec deg Q(X) < n. 
Comme G(0) £ 0, la fonction continue x — [F/G](x) est définie au voisinage de 0 et vérifie 


[F/G](x) = Q(x) + 2" R(x)/Q(x). 


Comme R(x)/Q(x) = O(1) en 0, Q(x) est le D.L. d'ordre n en 0 de x [F/G\(x). 
De lims0 g(x) = lims0 G(x) Z 0, (cette limite est le terme de degré 0 de G), on déduit que la fonction 
æt [f/gl(x) est définie au voisinage de 0 et vérifie 


[/g1(x) — [F/GT(x) = (G(x)[F (x) + 0(2)] — F(x)[G(æ) + o(2))) / (g(x)G(x)) 
Comme lim,:0 g(x)G(x) Z 0, il vient [f/g](x) — [F/G\(x) = o(x") et le résultat. 


Exemple 3.5. Calcul du D.L. en 0 de x + tan x à l’ordre 5. 


3.3.4. Dérivation et intégration de développements limités 


Proposition 3.8. Soit f une fonction définie et intégrable sur un intervalle compact contenant 0, voisi- 
nage de 0. On suppose que f possède un développement limité en 0 d'ordre n noté F Alors la fonction 
g(x) = fj f(t) dé, définie au voisinage de 0, admet comme développement limité en 0 d'ordre n +1 la 
fonction polynôme x + [\ F(t) dt. 


Preuve.- Par hypothèse la fonction f est définie et intégrable sur un intervalle compact, voisinage de 0. 
On peut le prendre de la forme [—a, a] (a € ]0,+oof). Ecrivons 


Vxef-a,a], f(x) = F(x)+x'e(x), avec lim;_oe(x) = 0. 


Comme la fonction e(x) s'écrit, pour x Æ 0, (x) = (f(x) — F(x))/x" et qu’elle se prolonge par 
continuité en 0, elle est intégrable sur [—a, a]. On à alors 


g(x) = Ji ft) dt = [6 F(E) dé + fo t'e(t) dt. 


Montrons que la fonction w (x) = ff t"e(t) dt s'écrit & (x) = o(x"t1). 
Soit Ô > 0. Comme lim,_,0 (x) = 0, il existe n > 0 tel que : 


VLef-a,al, (xl <n= fe(t)| < 6). 


On a alors, pour tout x € [—a, a], vérifiant |x| < 7 


+1 +1 
Go) < EH le(E) dé < 615 14 dt] < EL EE ca. 
TEE OM n+1 n+1— 
(Le lecteur est invité à vérifier soigneusement la majoration de l’intégrale soulignée, en séparant les cas 
x >0etx< 0.) 
On à donc 


(V>0) En>0) rel-ad) (lel<n=le(al <ôtd"t*). 


Soit exactement : w(x) = o(x"*1). 


Exemple 3.6. Calcul du D.L. en 0 de x + arcsinx, & + arccos x, x + arctan x (ordre quelconque). 
On déduit de la proposition 3.8 le résultat suivant : 


Proposition 3.9. Soit f une fonction définie au voisinage de 0, de classe C! sur un voisinage de 0. Si 
f et f’ posssèdent des D.L. en 0 (respectivement à l’odre n et n — 1) alors le D.L. de f' et la dérivée du 
D.L. de f. 


L'hypothèse faite sur f (être de classe C!) assure l’intégrabilité de f”. 


Remarque. Il faut se garder de penser que lorsque f possède un développement limité d’ordre n 
supérieur ou égal à 1 en un point sa dérivée en possède également un d'ordre n — 1. Ceci est lié au fait 
que posséder un développement limité n’est équivalent à être dérivable que pour l’ordre 1. 


Exemple 3.7. On s'inspire de l'exemple 3.1. Soit (f».q) la famille d’application définies sur R 


par 


(P,4)EN? 


Vz ER\{0}, Jpa(x) = x?sin(x *) ; f(0) = 0. 


On vérifie que f est dérivable sur R* avec 
Ve ER\{0}, f(x) = px? "sin (x72) — gx?! cos (x 4). 


Si p est supérieur ou égal à 2 la fonction f est dérivable en 0 avec f,,(0) = 0, car alors f,,4(x) = xo (x). 


De manière plus générale, on à fp,4(x) = æ?-lo(1). Ainsi f,4 admet comme développement limité à 
l’ordre p — 1 la fonction polynôme nulle. 

En revanche, l'expression de f,, montre que si q > p — 1, la fonction f,g() ne possède pas de limite 
en 0, et donc a fortiori de développement limité. La relation f}, = æ?-%*o (1) permet l’étude pour les 
valeurs de q inférieures ou égales à p — 2. Cette famille d'exemples montre que <<toutes les situations 
sont possibles > >. 


3.3.5. Composition de développements limités 


Proposition 3.10. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de 0. On suppose que f (resp. g) 
possède un développement limité en 0 d'ordre n noté F (resp. G). On suppose de plus que lim;_0 f(x) = 
0. Alors la fonction g of est définie au voisinage de 0 et admet comme développement limité en 0 d'ordre 
n la fonction polynôme QoP tronquée de ces termes de degré strictement supérieur à n. 


Preuve.- Soit J € V, sur lequel g est définie. Comme lim,_,0 f(x) = 0, il existe 7 € Y tel que f (7) € J. 
Ainsi go f est définie sur Z. Comme f(0) — 0, le terme constant du développement limité de f est nul. 
Ecrivons 


f(x) = P(x)+z'e(x), avec P(x) = 5 %_, ax" et lim, _,oe(x) = 0, 
g@) = Eiobky +y"n(y), avec lim n(y) = 0. 
Comme lim;_0 f(x) = 0, on a lim,_,9ë o f(x) — 0. D'où 
go f(x) = 20 be (P(x) + a'e(x))* + (P(x) +a'e(x))" 9 (x), (33) 


avec 7} —=mof et lim,_o(x) = 0. 
Pour les termes dans le signe somme, on remarque que 


(P(&) + z'e(x))* = (P(x))* + o(z"), 


pour tout & € {1,...,n}. (On peut par exemple développer le premier membre à l’aide de la formule du 
binôme de Newton.) 
Notons que l’on à P(x) = x"a +o(x”). D'où 


(P(x) +z'e(x))" 9 (x) = (aa + 0(x°)) (x) = o(x"). 
En reportant ces résultats intermédiaires dans l'égalité (3.3) il vient 


go f(œ) = bo + a bn (PU) + o(2")) + o(2") = bo + Xi dk (PH) + o(a"). 


En effectuant la division euclidienne du polynôme Y%_,6x (P(x))° par x"+! on dispose d’un couple 
(Q, R) de polynômes tel que 


D be (P(x)) = R(x)+a"T1Q(x) avec degR < n. 
D'où enfin go f(x) = R(x) +o(x”). 


Exemples 3.8. 

1. Calcul du D.L. en 0 de x sh(In(1 + x)). 

2. Calcul du D.L en 0 de h:x1 1/cosx. (il est commode d'écrire h = go f avec g(u) = 1/(1 — u) et 
f(x) = 1— cos x. 
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3.4. Application : position d’une courbe par rapport à une tangente 


Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 7 voisinage d’un point x9 et € sa courbe représen- 
tative. On suppose que f admet un développement limité d’ordre n (n > 2) au point x : 


Vael, f(æ) = f(c0) + (& —%0)f"(&0) + 3er — to)" br + (x — to)" (x) 


où les by (2 < k < n) sont des réels et où la fonction x + e(x) est définie sur 7 tend vers 0, pour x 
tendant vers +0. 
On suppose de plus que les termes b4, pour 2 < & < n sont non tous nuls. On pose alors 


K = min{k tel que x, Z0,2<k<n} 
On dispose du : 


Théorème 3.11. 

1. Si K est pair et bx positif (resp. négatif), il existe un intervalle J voisinage du point xo tel que sur 
ce voisinage J la courbe C soit au dessus (resp. au dessous) de sa tangente au point o. 

2. Si K est impair la courbe C traverse sa tangente au point to. 

Plus précisément, il existe un intervalle J voisinage du point xo tel que lorsque bK est positif (resp. 
négatif), sur | — co, a] N J la courbe C est au dessous (resp. au dessus) de sa tangente et sur JN[a, +oæl 
la courbe C est au dessus (resp. au dessous)de sa tangente. 


Preuve.- Avec les hypothèses on peut écrire 


Vel f(x) = f(xo) + (x — xo)f'(xo) + (x — xo)* (bx + e(x)) 


où la fonction æ + e(x) est définie sur Z et tend vers 0. 

Si M(x) désigne le point de coordonnées (x, f(x)) et Mr(x) le point d’abscisse x de la tangente à € au 
en xo on a alors Mr(x)M(x) = f(x) — f(xo) + (x — xo)f'(xo) = (x — to)“ (bx + E(x)). 

Comme lim,_,,e(x) = 0, il existe un intervalle J inclus dans 7 tel que 


Vre J, |e(x)| <[bk|. 


Alors pour tout x € J, Mr(x)M(x) est du signe de (x—x0)*bx. Le théorème en résulte immédiatement. 
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CALCUL DIFFERENTIEL I 
PLC1-Mathématiques Premières propriétés 
Auteur : A. Delcroix 


1. Introduction 


Dans ce document, on présente la notion de nombre dérivée au travers des développements limités d’ordre 
1. On sait qu’il y à équivalence pour une fonction entre posséder en un point un développement limité 
d'ordre 1 et un nombre dérivé!. Par ailleurs, ceci est également proche de la présentation de la notion 
de différentielle pour les fonctions de plusieurs variables. 


Ce choix peut être discuté, notamment dans le cadre d’une leçon d’oral 1 du CAPES où la contrainte du 
temps peut conduire à abréger. Dans ce cas la proposition-définition 2 peut servir de point de départ. 


Le document se poursuit par une étude rapide des fonctions dérivables, de classe CP (p entier supérieur 
ou égal à 1). Les grands résultats sont reportés dans un document ultérieur (calcul différentiel IT). 
Cependant, deux résultats utilisés dans le cours du document (le théorème des accroissement finis et un 
théorème de Darboux) sont énoncés et démontrés en annexe. 


2. Développements limités d’ordre 1 et nombre dérivé 


2.1. Définitions et premières propriétés 
2.1.1. Développement limité d’ordre 1 
Dans tout ce paragraphe xo désignera un nombre réel fixé, 7 un intervalle d'intérieur non vide contenant 


x, en son intérieur et f une fonction définie sur Z sauf éventuellement au point x9 à valeurs dans K, avec 
K=RouK=cC. 


Définition 1. On dit que f possède un développement limité (en abrégé un D.L.) d'ordre 1 en *o s’il 
existe deux réels a et a et une fonction € définie sur un intervalle J € T voisinage de xo à valeurs dans 
K éels que 


1. Vx € J\{xo}, f(x) = ao + (x — to)ai + (x — xo)e(x); 2. lim e(x) = 0. (2.1) 
T— To 
Remarque.-— On écrit souvent la définition 1 sous la forme équivalente suivante faisant apparaitre un 
accroissement : f possède un D.L. d’ordre 1 en x, s’il existe deux réels ap et a1 et une fonction € définie 
sur un intervalle W voisinage de 0 à valeurs dans K tels que 


LVREW, f(x+h)= a0o+hai+he(h); 2. lim E(h) = 0. (2.2) 


Proposition 2.1. Si la fonction f possède un développement limité d'ordre 1 en xo, noté comme dans 
la définition 1, on a nécessairement 


do= lim, f(x); a lim, (f(x) — f(x))/(x 2x0). 


T—20,TÆTO T—20,TÆTO 


Preuve.- On suppose que f possède un D.L. d’ordre 1 en xo. En faisant tendre x vers xo dans l'égalité 
(2.1) il vient ao = iMys-,10,7#70 J (T)- 

Puis, pour æ € J\{xo}, il vient (f(x) — f(xo))/(x — xo) = a1 + (x). Comme lims_,,,e(x) = 0, la 
conclusion est immédiate. 


Ce résultat est un résultat d’unicité du développement limité d’ordre 1, lorsqu'il existe : on appelera 
dans ce cas la fonction + + ao + (x — xo)a1 la partie principale du développement limité de f en xo. Le 
développement limité est constitué de l’ensemble de l’expression 


ao + ha + he(h). 


Voici une première propriété, conséquence immédiate de la proposition 2.1 : 


1C'’est faux pour les ordres supérieurs : une fonction peut posséder un développement limité d'ordre strictement supérieur 
à 1, tout en étant uniquement dérivable à l’ordre 1. 


Proposition 2.2. Si la fonction f possède un développement limité d’ordre 1 en x alors f est prolonge- 
able par continuité en x9, en posant f(xo) = &o. 


Remarque.- Dans la suite nous supposerons donc la fonction définie au point x9 et continue en ce point. 


2.1.2. Propriétés algébriques des développements limités d’ordre 1 


Nous traitons de cette question dans la proposition 2.6 ci dessous. 


2.1.3. Nombre dérivé 


Dans tout ce paragraphe x désigne un nombre réel fixé, 1 un intervalle d'intérieur non vide contenant 
xo en son intérieur et f une fonction définie sur J et à valeurs dans K. 


Proposition-Définition 2. Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

i. la fonction f possède un développement limité d'ordre 1 en x ; 

it. le quotient (f(x) — f(xo))/(x — xo) possède une limite pour x tendant vers xo par valeurs différentes 
de BTE 

Si l’une des deux assertions précédentes est vraie, on dit que f est dérivable en x et la limite du quotient 
(f(x) — f(xo))/(x — to) s'appelle le nombre dérivé de f en xo. On le notera f’(x0). 


Preuve.- L’implication [i = ii] a été vue dans la proposition 2.1. Supposons donc ii. vraie et posons 
L= lims_20,22%0 (f(x) — f(xo))/(x — xo). Définissons une fonction € sur 1 par 


E(to) =0; Vre\{xo}, e(xo) = (f(x) — f(xo))/(x — to) — 1. 
On a alors, pour tout x € I 


f(x) = f(xo) + (x — to)! + (x — ro)e(x), 


avec lim,_,,, e(&) = 0. 


Remarque.- Comme indiqué dans l'introduction, dans un exposé d’oral 1 on peut se servir de la 
proposition-définition 2 comme point de départ et supposer, pour simplifier, que f est définie en xo. 


2.2. Interprétations du nombre dérivé 


2.2.1. Interprétation géométrique 


Dans ce paragraphe x désigne un nombre réel fixé, 1 un intervalle d'intérieur non vide contenant x9 en 
son intérieur, f une fonction définie sur 1 à valeurs dans K et C la courbe représentative de f. On notera 
M le point de coordonnées (x0, f(xo)) et M, le point de coordonnées (x, f(x)) pour x appartenant à I. 


Définition 3. Si pour x tendant vers xo, la droite MM, possède une position limite, cette position 
limite s’appelle tangente à C au point Mo. 


Proposition 2.3. Si la fonction f possède un développement limité d'ordre 1 en xo, la courbe € possède 
une tangente en Mo d’équation 


y = f(&o) + (x — xo)f'(xo). 


Preuve.- Le coefficient directeur de la droite MM, s'écrit (f(x) — f(x0o))/(x — xo). Pour x tendant vers 
xo, ce quotient tend vers f’(x0). 


2.2.2. Interprétation numérique : notion d’approximation affine 


Dans tout ce paragraphe x0 désignera un nombre réel fixé, 7 un intervalle d'intérieur non vide contenant 
xzo en son intérieur et f une fonction numérique définie sur 1. 


Définition 4. On appelle approximation affine de f au point x toute fonction g affine s’écrivant 
g(x) = f(xo) + (x — xo)l, (23) 


où 1 est un nombre réel. 


Proposition 2.4. Si la fonction f est dérivable en x0 alors la partie principale du développement limité 
de f est la meilleure approximation affine de f au point to, au sens suivant : pour toute approximation 
affine g, il existe un voisinage V de xo, tel que 


VrEV, |f(x) — g(x)| 2 1f(x) — (f(xo) + (x — zo)f’(xo))- 


Preuve.- Suppposons f dérivable en x9. La partie principale du développement limité est une approxi- 
mation affine de f, puisque sur un voisinage de xo 


f(x) = f(xo) + (x — to)f'(to) + (x — ro)e(x) (avec lims_», E(x) = 0). (2.4) 


On suppose qu'il existe g(x) = f(xo)+(x—x0)l une approximation affine de f meilleure que le développe- 
ment limité, id est 


f(x) — g(x)| < 1f(x) — (f(&o) + (x — zo)f'(xo))|. 
En remplacant f par l'expression (2.4) et g par l’expression (2.3) il vient 
(x — zo)(F'(to) — 1) + (x — xo)e(x)| < |(x — to)e(x)|. 


D'où, pour # # %0, |f(xo) —1+e(x)| < |e(x)| puis |f/(xo) — 1 < 21e(x)|. 
D'où nécessairement { — f'(xo). 


2.3. Complément : nombre dérivé à droite, à gauche 


Dans ce paragraphe, I désignera un intervalle d'intérieur non vide et f une fonction définie sur 1 à valeurs 
dans K. 


Définition 5. Soit xo un point de T tel qu'il existe un intervalle J, voisinage à droite de x0 inclus dans 
J. On dit que f possède un nombre dérivé à droite en x, ou encore que f est dérivable à droite en 9 
si le quotient (f(x) — f(xo))/(x — xo) possède une limite pour x tendant vers xQ par valeurs strictement 
supérieures à 0. On notera ce nombre f'(xÿ ). 


Remarque.- Il est équivalent de dire que f possède un développement limité d’ordre 1 à droite en to 
c’est-à-dire qu’il existe un nombre a; et une fonction € définie sur un intervalle J, voisinage à droite de 
xo inclus dans J tels que 


Vxe J, f(x) = f(xo) + (x — xo)a + (x — xo)e(x). 


On laisse au lecteur le soin d'écrire les définitions analogues pour la notion de nombre dérivé à gauche 
en xo (ou encore de dérivée à gauche), que l’on notera f’(x, ).Plus briévement, on parlera de dérivée à 
droite et de dérivée à gauche. Enfin, le lecteur pourra écrire la définition de demi-tangente à droite, ou 
à gauche. 


Exemple 1. On considère la fonction x + |x|, définie sur R. Elle est non dérivable à l’origine, mais 
admet en ce point une dérivée à gauche et une dérivée à droite distinctes. 


On a la proposition suivante dont la preuve est immédiate au vu des définitions. 


Proposition 2.5. Soit x, un point intérieur de 1. Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 
1. La fonction f est dérivable en xo ; 
2. La fonction f est dérivable à gauche et à droite en x0 et ses dérivées à droite et à gauche sont égales. 


2.4. Propriétés algébriques 


Proposition 2.6. Soit I un intervalle d'intérieur non vide, f et g deux fonctions définies sur 1 à valeurs 
dans K, xo un point de l’intérieur de I et (À,y) € K?. On suppose les deux fonctions f et g dérivables 
en æo. Alors : 

1. la fonction Àf + ug est dérivable en 9 avec 


(Àf + ug) (to) = Xf/(xo) + 1g'(xo) ; 


2. la fonction fg est dérivable en x9 avec 


(f9) (to) = F’(xo)g(xo) + f(xo)g' (to). 


3. Si de plus la fonction g ne s’annule pas sur un I la fonction 1/g, qui est définie sur I, est dérivable en 


To avec 
(1/9) (&o) = —g/(x0)/9° (0). 


Remarques. 
i. On à des conclusions analogues pour le cas ou f et g sont toutes deux dérivables à gauche (resp. à 
droite) au point xo qui peut être alors, le cas échéant, une borne convenable de l'intervalle I. 


ii. Dans le point 3, on peut simplement supposer que g'(x0) est non nul. Comme g est continue, elle 
ne s’annule pas sur un voisinage W de xo. La fonction 1/g définie sur W est alors dérivable en 9. De 
même les points 2 et 3 de la proposition 2.6 entrainent la proposition suivante. 


Proposition 2.7. Avec les hypothèses de la proposition 2.6, si la fonction g ne s’annule pas en x, la 
fonction f/g est définie sur un voisinage de x0 et dérivable en xo avec 


f'(to)g(xo) — f(xo)g' (to) 
g°(xo) | 


(D)'Gre) : 


La proposition 2.6 est équivalente à la suivante. (On peut omettre cette proposition dans le cadre d’un 
oral ou simplement mentionner son existence.) 


Proposition 2.8. Soit I un intervalle d'intérieur non vide, f et g deux fonctions définies sur 1 à valeurs 
dans K, xo un point de l’intérieur de I et (X,u) € K?. On suppose que la fonction f (resp. g) admet un 
D.L. d'ordre 1 en xo égal à x + ao(f) + a1(f) (x — xo) (resp. x + @o(g) + a1(g) (x — xo)). Alors : 

1. la fonction Àf + ug admet un D.L. d'ordre 1 en +0 égal à 


tt À(ao(f) + ao(g)) + 4 (a(F) + a1(g)) (x — xo) 


2. la fonction fg admet un D.L. d'ordre 1 en *o égal à 


(F9) (xo) = ao(F)ao(g) + (a1(F)ao(g) + ao( Jai (g)) (x — %0) . 


3. Si de plus la fonction g ne s’annule pas sur I, la fonction 1/g, qui est définie sur T1, admet un D.L. 
d’ordre 1 en xo égal à 


(1/9) (0) = 1/a0(g) — (a1(9)/ (ao(g))?) (æ — 20). 


Preuve de la proposition 2.6.- La démonstration du 1., liée à la structure vectorielle, se fait de manière 
aussi simple par l’approche << développement limité d’ordre 1 > > que par celle <<nombre dérivé >>. En 
revanche, les démonstrations des propriétés liées à la structure multiplicative (points 2. et 3.) semblent 
plus faciles à mettre en oeuvre par l’approche nombre dérivé. Quoiqu'il en soit, le candidat à un concours 
doit présenter l’approche qu’il <<sent > > le mieux et savoir retrouver l’autre approche. 


Preuve du 1. 
Première approche : développement limité d’ordre 1.- Par hypothèse il existe un intervalle W, voisinage 
de 0, deux fonctions € et 7 telles que limy_,oe(h) = limp_o 9(h) = 0 et, pour tout h € W 


Fo +h) — f(xo) = h(ai +e(h))  g(to +h)— g(xo) = A(bi + n(h)), 


où l’on à posé a = f'(x0) et bi = g'(xo). 
En posant 4 := Àf + ug, il vient Avec les notation de l’énoncé, on a 


p(xo + h) — p(ro) = k(Aa1 + bi) + h (AE(R) + un(h)) 


Comme limy_,0 (AE(R) + un(h)) = 0, Àa1 + ub1 est bien le nombre dérivé de $ = Àf + u1g en «o. 


Deuxième approche : nombre dérivé.- On a, pour tout h assez petit différent de 0, et avec les mêmes 
notations 


px) = &(xo) _ | f(x) — (&o) | gx) — g(xo) 
T — To T — T0 T—X0 
En — 
a(æ) b(æ) 
Comme f (resp. g) est dérivable en xo on à lims_2,,#70 A(t) = f'(xo) (resp. lims_,2, 7270 O(X) = 
g'(æo)). D'où 


To) + 1g' (to). 
T—t0,2/ÉT0 LT — ZX 


Preuve du 2. 
Première approche.- On va vérifer que la fonction fg possède un développement limité d’ordre 1 en x. 


Avec les notations ci-dessus, il existe un intervalle W voisinage de 0, deux fonctions € et n telles que 
limp_o€(h) = limp_09(h) = 0 et, pour tout x € J 


F(&o + h) — f(to) = (ai +E(h))  g(ro + h) — g(ro) = (1 + n(h)), 
où l’on à posé a = f'(xo) et b1 = g'(xo). On a 
Fo + h)g(xo +R) — f(ro)g(ro) = (F(xo + k) — f(xo))g(x) + (g(xo + h) — g(xo)) f (to). 
Or, d’une part 
(Fxo +h) — f(xo))g(x) = Rai +e(h))g(xo + h), 
= haig(wo) + h (e(h)g(ro + h) + a1(g{o + h) — g(wo)) : 


Comme g est continue en xo (donc en particulier bornée au voisinage de x0) la quantité soulignée tend 
vers 0 pour À tendant vers 0. 
D'autre part 


(g(xo +R) — g(xo))f(xo) = hb1 f(xo) + Anh) f(xo). 
la quantité hn(h)f(xo) tendant vers 0 pour h tendant vers 0. Finalement, il vient 


f(xo + h)g(xo + h) — f(xo)g(xo) = h(a1 f(xo) + b1f(xo)) + hÔ(R). 


avec limp_0 0(h) = 0. 


Deuxième approche.- On va vérifer que la fonction fg possède un nombre dérivé en x9. On a, pour tout 
xel,xz£%t 
Jx)g(x) — f (xo)g(xo) _ f(x) — f (ro g(x) — g (to 
(æ)g(x) — f (xo)g (vo) _ f(x) Go) 37 + 2@) Go); (0). 
LT — ZX LT — TX LT — ZX 
a(x) b(x) 


Comme g possède un nombre dérivée en #9 on a lim;_.,, g(x) = g(xo) (continuité de g) et 


lim  b(x) = g'(xo). 


T—Lo,T£To 
Comme f possède un nombre dérivée en en x, on à liMs-,56,##x0 A(t) = f’ (xo) d’où 


ln f(x)g(x) — f (to) 9 (to) 


T—t0,T#T0 T — Lo 


= f’ (to) g (to) + f (to) 9’ (to) 


Preuve du 3.-— On le fait avec l'approche "nombre dérivé". Avec les notations et hypothèsees de l’énoncé, 
on à pour tout x € Î, x £ %o, 


(1/9) (x) — (1/9) (&o) _ 1 g(xo)— gx) 


T — Lo g(x)g(xo) T — T0 


Comme g possède un nombre dérivée en x on a lims_, g(x) = g(xo) (continuité de g) et 


. g (to) F g(x) LL ! 
ou T — Lo se (&o) : 
D'où 
mn CD - (0/90) | dG). 
T—To,T2Z£To T — X0 (g (xo))” 


3. Fonctions dérivables 


8.1. Définitions et première propriété. 


Définition 6. Soit I un intervalle ouvert et f : I — K une fonction. Si f est dérivable en tout point de 
I, on dit que f est dérivable sur I. et on appelera fonction dérivée ou plus simplement dérivée de f la 
fonction 

I—K, x+ f'(x). 


On notera cette fonction f'. 


Définition 7. Soit I = [a,b] un intervalle fermé d'intérieur non vide et f une fonction numérique définie 
sur I. Si f est dérivable en tout point de l’intérieur de 1, dérivable à droite en a et à gauche en b, on dit 
que f est dérivable sur I. 

On définit alors la dérivée de f comme étant la fonction g définie sur I par 


g(a) = f(a'); g@)=f(b); Vrelabl g(x) = f(x). 


On la note encore f’, avec une ambiguïté de notation aux points a et b. On laisse au lecteur le soin 
de poser des définitions analogues pour le cas de fonctions définies sur des intervalles semi-ouverts. On 
dispose de la proposition suivante conséquence de la proposition 2.2. 


Proposition 3.1. Soit I un intervalle et f : 1 — K une fonction. Si f est dérivable sur I, f est continue 
sur Î. 

3.2. Propriétés algébriques 

La proposition 2.6 entraine : 


Proposition 3.2. Soit 1 un intervalle d'intérieur non vide, f et g deux fonctions éfinies et dérivables 
sur 1 à valeurs dans K et (x, y) € K?. On a alors : 
1. la fonction Àf + 19, définie sur I, est dérivable sur T de fonction dérivée 


(AS + ug) = XF! + ug'; 
2. la fonction fg, définie sur I, est dérivable sur I, de fonction dérivée 
(fa) = f'a+fg'; 
3. si de plus la fonction g ne s’annule pas sur I, la fonction f /g est définie sur T et dérivable, de fonction 
dérivée 


! 
(f/9) = (f'g— fg")/9°. 
Exemple 2. La proposition 3.2 permet de montrer que toute fonction polynôme est dérivable en tout 
point. Toute fraction rationnelle est également dérivable en tout point où elle est définie, c’est-à-dire où 
son dénominateur ne s’annule pas. 
3.3. Dérivation des fonctions composées et des fonctions réciproques 
3.3.1. Dérivée d’une fonction composée 


Théorème 3.3. Soit I et J des intervalles ouverts, f une fonction numérique définie et dérivable sur 
I, vérifiant f(1) C J et g une fonction à valeurs dans R ou € définie et dérivable sur J. L'application 
composée go f, définie sur I, est dérivable sur 1, de dérivée 


(gof) ={(gef).f. 


Preuve.- Soit x, un point de 7. Montrons que go f possède un développement limité d’ordre 1 en xo. 
Posons yo — f(xo). Il existe un intervalle W intervalle voisinage de 0 et une fonction » telle que l’on ait 


LVkEW, g(yo + k) = g(yo) + kg'(vo) + kn(k) ; 2. limk_on(k) = 0. 
De même, il existe V intervalle voisinage de 0 et une fonction € telle que l’on ait 
1.VRE V, f(&o + h) = f(xo) + Rf'(xo) + he(h) : 2. limp_o E(h) = (. 


On étudie la fonction h — go f(xo + h) — go f(xo), définie sur un voisinage de 0 qui contient V. On a, 
pour tout h € V, 


(ge F)(xo + h) — (go f)(xo) = g(F(o) + A(P(xo) + E(R))) — g (F(xo))) . 


Comme la fonction k(h) = h(f'(xo) + E(h)) tend vers 0, pour À tendant vers 0, il existe un intervalle 
U C V voisinage de 0 tel que Vh € U, k(h) € W. On a alors, pour tout h € U, 
g (F(æo) + A(F'(xo) + E(h))) = 9 (F(xo) + k(R)), 


D'où, pour tout hk EU, 
(go f)(xo + h) — (go f)(xo) = hg'(yo)F'(to) + R(E(R))g' (vo) + (Pro) + E(R)}n (K(R))). 
ô(h) 


Comme limp_o 0(R) = 0, le nombre g'(y0)f'(xo) = f'(x0)g' ° f (xo) est bien le nombre dérivé de go f en 
PTE 


Voici une application de ce théorème : il s’agit d’une démonstration du point 3. de la proposition 3.2 
n’utilisant pas le point 3. de la proposition 2.6. 


Proposition 3.4. Soit I un intervalle d'intérieur non vide f et g deux fonctions numériques définies et 
dérivables sur I, g ne s’annulant pas sur 1. Alors la fonction f /g, définie sur I, est dérivable sur I et de 
fonction dérivée (f'g — fg')/g?. 


Preuve.- Soit & définie sur R* par x + 1/x. On vérifie (directement) que w est dérivable sur chacun des 
intervalles ]0, +oo[ et ] — 00,0[, de dérivée w/(x) = —1/x?. La fonction g, continue et ne s’annulant pas, 
garde un signe constant sur J. Elle est donc à valeurs dans l’un des intervalles ci-dessus, et la fonction 
1/g hérite de la même propriété. Comme la fonction 1/g s'écrit $0 g, elle est dérivable sur I et de dérivée 
(1/g) = g'/g? par application du théorème 3.3. Comme f/g apparait comme le produit de f par (wog), 
la proposition 3.2 entraine la dérivabilité. On a 


(/9) = f'/g + fg' 19° = (fa — fg')/9°. 


3.3.2. Dérivée d’une fonction réciproque 


Ce résultat est le plus délicat de ce chapitre. L’énoncé que l’on donne va dépendre des << pré-requis >> 
que l’on se donnera. Voici par exemple deux énoncés possibles, le premier étant celui dont les hypothèses 
sont les plus faibles. 


Théorème 3.5. Soit I un intervalle ouvert, f une fonction numérique définie et dérivable sur I, dont la 
dérivée ne s’annule pas sur I. Alors f possède une fonction réciproque f-! dérivable sur f(1), de dérivée 
vérifiant 


VyEef(D, (fu) =1/F (Fu). (3.1) 


Preuve. 

i. Un théorème de Darboux (voir annexe théorème 6.3) assure que pour une fonction w@ : 1 — 
R dérivable (1) est un intervalle : ainsi, w’ possède la propriété de valeur intermédiaire. Sous les 
hypothèses du théorème 3.5, f” ne s’annule pas sur 1 : d’après le théorème de Darboux, elle garde un 
signe constant sur 1. 


ii. Le théorème des accroïissements finis (voir annere théorème 6.2) montre alors que f est stricte- 
ment monotone sur Î donc bijective sur son image f(1). Comme f est continue et strictement monotone, 
f est un homéomorphisme de 1 sur f(1). En particulier, f(1) est un intervalle ouvert et fl est continue 
sur f(1). 

iii. Il reste à vérifier que f-! est dérivable et que (f “ vérifie 3.1. 

Posons g = f_!. Soit yo € f(1) et xo = g(y). Le quotient 


A(k) = (g(yo + k) — g(vo))/k, 


est défini sur un voisinage pointé de 0, noté W*. Il s’agit de montrer que ce quotient tend vers 1/f'(xo) 
pour k tendant vers 0 (par valeurs différentes de 0). 
Comme f est bijective, on peut définir une fonction h, bijective sur un voisinage W” de 0 par 


VkeW', yo+k= f(xo+h(k)) ou  RA(k) = g(yo + k) — to. 


Comme la fonction g = f-! est continue, À est continue et en particulier on a limz_,0 A(k) = 0. Puisque 
f et h sont bijectives, f(x0 + h(k)) — yo ne s’annule pas sur W”’\ {0}. On à alors pour k assez petit non 
nul 


DO h(X) 
DRE an Go) fa) 


2La démonstration de ce théorème ne nécessite que des résultats sur les fonctions continues et des résultats qui précèdent 
dans ce document. Il n’y a donc pas de cercle vicieux. 


Comme f est dérivable en xo, le rapport A(k) tend vers 1/f'(xo). 


Si l’on veut éviter d'évoquer le théorème de Darboux, on peut donner l’énoncé suivant, dans lequel on 
mentionne en hypothèse que f’ garde un signe constant. 


Théorème 3.6. Soit 1 un intervalle ouvert, f une fonction numérique définie et dérivable sur 1, dont 
la dérivée garde un signe constant, sans s’annuler sur I. Alors f possède une fonction réciproque f—! 
dérivable sur f(1), de dérivée vérifiant 


Vy e f(), (F7) (y) = 1/F (F7 (y). 
La preuve se limite alors aux points 4. et it. de celle du théorème 83.5. 


Remarque (portant sur les théorèmes 3.5 et 3.6).— Supposer simplement f dérivable et bijective ne suffit 
pas pour être sur que f’ ne s’annule pas sur 1. 


Exemple 3. La fonction x — x° définie sur R est dérivable et bijective. Sa dérivée est cependant nulle 
en 0. On vérifie alors que sa fonction réciproque x — x!/% n’est pas dérivable en 0. (Voir figure 1.) 


-L5 
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Figure 1 Figure 2 


Les théorèmes 3.5 et 3.6 peuvent être illustrés par la recherche des dérivées des fonctions réciproques des 
fonctions usuelles. 


Exemple 4. {Voir figure 2). La restriction de la fonction sin à l’intervalle [-x/2,7/2] est une bijection 
d’image l'intervalle [—-1,1]. Sa fonction réciproque, arcsin x est dérivable sur ]-7/2,7/2[, avec 

1 
Via? 


En effet, la dérivée x > cosx de la fonction sinus est non nulle sur l’intervalle ]-r/2,x/2[. Aïnsi la 
fonction arcsin, réciproque de sin|p_,/2#/2 est donc dérivable sur l'intervalle ]-r/2,r/2[. On a 


Væe]-1,1[, arcsin’ (x) = 


1 


Re EL eECRse. 
ze] [, arcsin’ (x) cos (arcsin x) 


Or, sur l'intervalle ]—1, 1[ la fonction cos est strictement positive. On a donc cost = ÿ/1-— sin?{, pour 
tout t € ]-x/2,7x/2[. D'où 

1 2. 
V1 — sin? (arcsin x) V1 


Vre]-1,1{, arcsin’ (x) = 


Le lecteur fera les raisonnements analogues pour les fonctions arccos, arctan, argsh, argch. 


4. Fonctions de classe C! 


On utilise toujours la notation K = R ou K = C. 


4.1. Définition 


Définition 8. Soit I un intervalle ouvert et f une fonction définie sur I à valeurs dans K. Si f est 
dérivable en tout point de I et si la dérivée de f est une fonction continue sur 1, on dit que f est de 
classe Ct sur I. 


Il est plus difficile de définir les notions de fonctions de classe C! lorsque les fonctions sont définies sur 
des intervalles non ouverts. 


Définition 9. Soit I — [a,b] un intervalle compact et f une fonction définie sur I à valeurs dans K. On 
dit que f est de classe C! sur I si 

i. la fonction f est dérivable sur [a, b] au sens de la définition 7 (donc continue sur [a, b|) ; 

ii. la fonction f est de classe C! sur ]a, b| ; 

iii. la fonction f' est continue sur [a, b]|. 


Le lecteur établiera les définitions analogues pour les intervalles semi-ouverts. 


On peut démontrer la caractérisation suivante des fonctions de classe C! sur un intervalle {a, b]. 


Proposition 4.1. Soit f une fonction définie sur I = [a, b] à valeurs dans K. La fonction f est de classe 
C! sur [a, b] si et seulement si elle est continue sur [a, b] de classe C! sur ]a, b[ et si f’ (définie sur ]a, b|) 
se prolonge par continuité à droite en a et à gauche en b. On a alors de plus 
f'a*)= lim f(x); fo )= lim f(x). 
T—a,T>a æ—b,x<b 
La preuve repose sur le théorème des accroissements finis. Par rapport à la définition, cette proposition 


permet d'éviter de vérifier la dérivabilité de f à droite en a, à gauche en b et la continuité de la dérivée 
en ces points. 


4.2. Propriétés 


On dispose des propriétés suivantes, analogues à celles des paragraphes 3.2 et 3.8. 


Proposition 4.2. Soit ] un intervalle d'intérieur non vide f et g deux fonctions définies sur I à valeurs 
dans K et de classe C! sur I. Soit encore (X,u) € K?. On a alors : 

1. la fonction Àf + ag, définie sur I, est de classe C! sur I ; 

2. la fonction fg, définie sur I, est de classe C! sur I. 


Théorème 4.3. Soit I et J des intervalles ouverts, f une fonction définie et de classe C! sur I., vérifiant 
f() C Jet g une fonction définie sur 1 à valeurs dans K et de classe C! sur I. La fonction composée 
go f, définie sur I, est de classe C! sur I. 


Preuve.- Sous les hypothèses faites, la fonction go f est dérivable, de dérivée g'o f.f" d’après le théorème 
3.3. Or, les fonctions f et f” sont continues sur I et la fonction et g’ l’est sur J. Il en résulte la continuité 


de (gof) =g'of.f. 


Théorème 4.4. Soit Î1 un intervalle ouvert, f une fonction définie sur 1 à valeurs dans K et de classe 
C! sur I, dont la dérivée ne s’annule pas sur I. Alors f possède une fonction réciproque f-! de classe 
C! sur f(1). 


Preuve.- Sous les hypothèses faites, la fonction f7! est dérivable, de dérivée 1/ (fo f”!)d’après le 
théorème 3.3. Or, la fonction f’ est continue sur Z et la fonction f—! sur f(1) (voir le théorème 3.3). 
D'où la continuité de (f-1) =1/(f'o f-1). 


5. Dérivées d’ordre supérieur 


Ce paragraphe peut être utile pour les épreuves orales du CAPES, même s’il ne fait pas l’objet d’une 
leçon d’oral. Nous serons donc assez bref ; en particulier les preuves des propositions et théorèmes (en 
général relativement faciles) seront laissées en exercice. On consultera un cours de DEUG, si l’on souhaite 
plus de détails. 


5.1. Définitions 


La notion de dérivée d'ordre n d’une fonction peut se définir par récurrence. 


Soit 1 un intervalle ouvert de R non vide, f une application définie sur 1 à valeurs dans K et n un entier 
supérieur ou égal à deux. Par convention, on notera f(0) = f et, lorsqu'elle existe, f’ = fl). 


Definition 5.1. Soit xo € I. On dit que f est n fois dérivable en x0 s’il existe un intervalle J, voisinage 
de xo, sur lequel f est dérivable n —1 fois et si l'application, définie sur J, par x — f(x) est dérivable 
en Zo. 

On note alors f("(x0) le nombre dérivé en x9 de cette application et on l'appelle dérivée n?"* de f en 
To. 


Notation.- On notera aussi f/(x0) la dérivée seconde de f en to. 


Définition 10. On dit que f est n fois dérivable sur TI si f est n fois dérivable en tout point de I. 
On appelle alors dérivée n°" de f l'application définie sur I par x — fl) (x). 


Remarque. Pour que f soit n fois dérivable sur T, il faut et il suffit que f soit n — 1 fois dérivable sur 
I et que f(*-1) (qui est définie sur ) soit une fonction dérivable sur 1. 


Définition 11. On dit que f est de classe C" sur I si f est n fois dérivable sur I et si l'application f(") 
est continue sur Î. 


On laisse au lecteur le soin de définir les fonctions de classe C” sur un intervalle fermé, ou sur un intervalle 
semi-ouvert : il pourra s'inspirer des paragraphes précédents. 

5.2. Propriétés 

5.2.1. Linéarité 


Soit n > 0 un entier, { un intervalle d'intérieur non vide, f et g deux fonctions définies sur Z à valeurs 
dans K et n fois dérivable sur Z (resp. de classe C" sur 7). Soit encore (X, u) € K?. 


Proposition 5.2. La fonction \f + ug, définie sur T, est n fois dérivable sur I (resp. de classe C” sur 
1) et l’on a 
(XF + ug)09 = XF) + ag), 


On en déduit par récurrence : 


Corollaire 5.3. Soit n,p > 0 deux entiers, I un intervalle d'intérieur non vide, (fiiciep une famille de 
p fonctions définies sur I à valeurs dans K et n fois dérivable sur I (resp. de classe C” sur I). Soit encore 
(Âiicic) € K?. On a 


CM enr 
5.2.2. Dérivée n°”° d’un produit 


Soit Z un intervalle d'intérieur non vide, f et g deux fonctions définies et n fois dérivable sur Z à valeurs 
dans K. On dispose de la formule de Leibniz. 


Proposition 5.4. La fonction fg est n fois dérivable sur I et l’on a 
(9) = En 09). 


La preuve se fait par récurrence sur n. La formule est vraie pour n = 0 (et n — 1). Supposons la vraie 
pour un entier n > 1. On a alors 


(fg)®+D = (Ga) = ba CLIQUE )] (hypothèse de récurrence) 
= 20 (70900) (corollaire 5.3) 
— te FE de + re (dérivée d’un produit) 
spot (s FOgtD LS Ci FO gr H ») 


= AUEFE GE » (Ci 1 ce (84) f GGUrEL) FE For) 
GE EC AE ESS CAE 
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On en déduit le théorème suivant. 


Théorème 5.5. Si les fonctions f et g sont de classe C” sur I alors la fonction fg est de classe C” sur I. 


5.2.3. Composition et fonctions réciproques des applications n fois dérivables 


Théorème 5.6. Soit I et J des intervalles ouverts, f une fonction numérique définie et n fois dérivable 
sur Î (resp. de classe C" sur I), vérifiant f(1) C J et g définie et n fois dérivable sur I (resp. de classe 
C” sur 1), à valeurs dans K. L'application composée g o f, définie sur T, est n fois dérivable sur I (resp. 
de classe C" sur I). 


Théorème 5.7. Soit I un intervalle ouvert, f une fonction numérique définie et de classe C! sur I, dont 
la dérivée ne s’annule pas sur I. Alors f possède une fonction réciproque f-! n fois dérivable sur I (resp. 
de classe C" sur I). 


6. Annexe 


Dans toute cette annexe, les fonctions considérées sont à valeurs réelles. 


6.1. Le théorème des accroissements finis 


On démontre l'égalité classique des accroissements finis à l’aide du théorème de Rolle, dont on rappelle 
l'énoncé et la démonstration. 


6.1.1. Le théorème de Rolle 


Théorème 6.1. Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un intervalle fermé d'intérieur non vide 
(a, b] continue sur {a, b] et dérivable sur ]a, b[ vérifant de plus f(a) = f(b). Il existe alors c €]a, b tel que 


f'(c) =0. 


Preuve.- Si la fonction f est constante sur [a,b|, le résultat est vrai : tout c €]a,b] convient. On 
supposera donc dorénavant f non constante. Il existe alors d €]a, b[ tel que f(d) Æ f(a). On supposera, 
par exemple, f(d) > f(a). Comme f est continue sur [a,b], f est bornée sur [a, b] et il existe c € [a, b] 
tel que f(c) = sup, y f(x). En outre, on a f(c) > f(d) > f(a) et donc c appartient à Ja, b[. On a les 


inégalités 
Vx Ela, c|, fG@) — f(c) >0; Vzrelc,b|, JG) — f(c) < 0. 
T—C T—c 
Comme f est dérivable en c, on en déduit, par prolongement d’inégalité 
f'(e) = f'(e) = lim FCO) > 0; f'(c) = f'(et) = ue f(x) — f(c) <0 
T—C,T<C T—C T—C,T>C T—C 


D'où le résultat. 


6.1.2. L'égalité des accroissements finis 


Théorème 6.2. Soit f une application à valeurs réelles définie et continue sur un intervalle [a, b] 
d’intérieur non vide et dérivable sur ]a, b[. Il existe c €]a, b] tel que 


FC) — f(a) = (b— a)f"(c). 


Preuve.- Comme f est continue sur [a,b] et dérivable sur Ja, b[, l'application g : [a,b] — R définie 
ci-dessous vérifie aussi ces deux hypothèses 


Ve € [a gr) = ft) - OI 0) 
Sa dérivée est donnée par 
f@ — Fo) 


Vx ela,b|, g'(x) = f'(x) — be à 


Comme g(b) = f(a) = g(a), le théorème de Rolle entraine l’existence de c €]a, b[ tel que g'(c) = 0. On a 


donc 
(ec) = (F(b) — f(a))/(b — a). 
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6.2. Un théorème de Darboux 


Ce théorème constitue une nouvelle application de l’égalité des accroissements finis, montrée ci-dessus. 


Théorème 6.3. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction dérivable. Alors f'(1) est un 
intervalle. 


Preuve.- Soit (a,b) € 1?, a Z b. On définit @ : [a,b] — R par 
pla) =f'(a);  Vrela,b], (x) = (f(x) — f(a))/(x — a). 


Comme la fonction x + x — a ne s’annule pas sur Ja, b|, la fonction 4 est continue sur |a,b]. Comme f 
est dérivable en a, on a lim,_,+ (x) = f'(a) = (a À Ainsi @ est continue sur [a,b]. Le théorème des 
accroissements finis entraine que 


Vr Eja,b], 2cel]a,b], 6(x) = (f(x) — f(a))/(x — a) = fc). 


Comme par ailleurs w(a) = f'(a) on en déduit que Vx € [a,b], w(x) € f'(1). Ainsi &([a, b]) € f'(T). 
De même la fonction + : [a,b] — R définie par 


d()= f(b),  Vrela,bl (x) = (f() — f(x))/(b— 2x). 


est continue avec Ÿ ([a, b]) € f'(1). 


Comme (resp. ) est continue sur [a, b], @([a, b]) (resp. d([a, b])) est un intervalle. De plus w([a, b]) N 
Y([a, b]) est non vide puisque w$(b = #{a) = (f(b) — f(a))/(b — a) y habite. Ainsi, la réunion w([a, b]) U 
Y([a,b]) est un intervalle. De plus, les propriétés f’(a) € w([a,b]) et f'(b) € d([a,b]) entrainent que le 
segment [f'(a), f'(b)] est inclus dans l’intervalle @([a, b]) U#([a, bl), lui même inclus dans f’(1) d’après ce 
qui précéde. Ainsi, pour tout (a,b) € 1?, [f'(a), f'(b)] est inclus dans f’(1) : f'(1) est bien un intervalle. 


IUFM de GUADELOUPE -Morne Ferret - BP 517 
97178 ABYMES CEDEX (Guadeloupe) 
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CALCUL DIFFERENTIEL II 
PLC1-Mathématiques Grands théorèmes - Applications 
Auteur : A. Delcroix 


1. Introduction 


Dans la lignée de Calcul différentiel 1, ce document regroupe des théorèmes fondamentaux du calcul dif- 
férentiel comme le théorème de Rolle, le théorème des accroissements finis et l’inégalité des accroissements 
finis. 


Les applications classiques sont données, comme : 


e l'étude du sens de variation d’une fonction à valeurs réelles (section 3), 
e la recherche d’extremum d’une fonction à valeurs réelles (section 3), 
e les formules de Taylor (section 4), 


e l'étude locale de la position d’une courbe par rapport aux tangentes (section 5). 


Dans l’optique de l’utilisation de ce document dans une préparation à l’épreuve d’oral 1 du CAPES, 
certaines notions sont présentées suivant quelques variantes qui correspondent soit à un niveau de fin des 
classes du secondaire, soit du début du DEUG. 


Convention.- Dans tout le chapitre, lorsque l’on parle d’un intervalle [a, b|, il est sous-entendu que a et 
b sont deux réels tels que a < b. 


2. Inégalité et égalité des accroissements finis 


2.1. Le théorème de Rolle 


Théorème 2.1. Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un intervalle fermé d'intérieur non vide 
(a, b] continue sur {a, b] et dérivable sur ]a, b[ vérifant de plus f(a) = f(b). Il existe alors c E]a. b] tel que 


F{c) = 0 


Preuve.- Si la fonction f est constante sur [a, b], le résultat est vrai : n’importe quel c €]a, b[ convient. On 
supposera donc dorénavant f non constante. Il existe alors d €]a, b[ tel que f(d) Æ f(a). On supposera, 
par exemple, f(d) > f(a). Comme f est continue sur {a,b], f est bornée sur {a, b] et, de plus, il existe 
c € [a,b] tel que f(c) = sup,et y f(x). En outre, on à f(c) > f(d) > f(a) et donc c appartient à Ja, b|. 
On a les inégalités 


Var €]a, c|, J(œ) — #(c) > 0 Var elc, b[, JC) — S(c) < 0 
LC É—C 
Comme f est dérivable en c, on en déduit, par prolongement d’inégalité 
FC) — f(c) F(œ) — f(c) 
! = _ > ! = ft) — < 
PARTIE) At TC 2 0 F(@= Fe) pese ET =cC _ 


D'où le résultat. 


Remarque.- Les applications du théorème de Rolle sont nombreuses. Certaines des plus importantes 
sont vues au fil de ce document. Citons déjà ici : 

1. l'égalité et l'inégalité des accroissements finis, pour les fonctions à valeurs réelles (voir ci-dessous) : 
2. la formule de Taylor-Lagrange. 


2.2. Commentaires sur l’inégalité des accroissements finis 


L'approche de l'inégalité des accroissements finis diffère sensiblement entre les classes de terminales et le 
DEUG. Dans les applications données ci-dessous on indiquera à quel niveau elles peuvent être abordées. 


2.2.1. Niveau terminale 


L'inégalité des accroissements finis se montre souvent à l’aide du lien existant entre le sens de variation 
d’une fonction et le signe de sa dérivée. Comme le résultat liant le sens de variation d’une fonction et le 
signe de sa dérivée se déduit de l'égalité des accroissements finis, il y a un cercle vicieux ! Mais c’est ce 
qu'on peut faire de mieux en terminale. 

Compte tenu des possibilités offertes par le programme du CAPES, cette approche est donc à proscrire. 


2.2.2. Niveau DEUG 


1. Pour les fonctions à valeurs réelles, l'inégalité des accroissements finis se voit souvent comme corollaire 
de l'égalité des accroissements finis. Cette dernière se montre à l’aide du théorème de Rolle. C’est cette 
approche qui est retenue ci-dessous. 

Si dans un exposé sur l'inégalité des accroissements finis vous indiquez le théorème de Rolle en < «< pré- 
requis > », il faut s'attendre à ce que le Jury vous demande de le démontrer. Mais le théorème de Rolle 
ou l'égalité des accroissements finis font partie des résultats dont les preuves doivent être connues. 


2. l'inégalité des accroissements finis, également appelée théorème des accroissements finis, est un résultat 
qui s'étend aux fonctions à valeurs vectorielles, contrairement à l’égalité des accroissements finis. Ainsi, 
en existe-t-il des preuves indépendantes de l’égalité des accroïssements finis. Elles sont parfaitement 
abordables au niveau du CAPES. On en donne une dans la section 4 consacrée aux formules de Taylor 
où une forme plus générale de l'inégalité des accroissements finis est présentée. 


2.3. L’inégalité des accroissements finis au niveau terminale 


On rappelle à titre culturel l’approche de l'inégalité des accroissements finis au niveau du lycée. 


Théorème 2.2. Soit f une application définie et continue sur un intervalle [a, b] d'intérieur non vide et 
dérivable sur |a, b[. On suppose qu'il existe deux nombres m et M tels que 


Vrela,b, m<f'(x) < M. 


Alors on a 
mb = a) < f(b) - f{a) < M(b— a). 


Remarque.- Plus généralement, sous les mêmes hypothèses, on à, pour tout x € [a, b], 


mx — a) £ f(æ)— f(a) < M(x- a) 
mb — x) < f(b) — f(x) < M(b- x) 


On obtient ces deux inégalités en appliquant le théorème au couple (a,æ) puis au couple (x,b) au lieu du 
couple (a, b) 


Preuve.- les deux applications suivantes sont définies, continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b| 


g(x) = M{x — a) — (f(x) — f(a)) h(x) = m(b— x) — (F(b) — f(x). 


Les applications g et k possèdent chacune une dérivée positive sur Ja, b[. Elles sont donc croissantes sur 
[a, b] : or, g(a) = 0 et h(b) = 0. Donc g est positive sur [a, b] et À est négative sur [a, b]. 


Remarque. On a utilisé le fait qu’une fonction g croissante sur Ja, b[ et continue sur [a, b] est croissante 
sur [ab]. Ce résultat dépasse sans doute les capacités exigibles d’un élève de lycée. 


Corollaire 2.3. Soit f une application définie et dérivable sur un intervalle T1 d'intérieur non vide et x 
et y deux points de I. On suppose qu'il existe M tel que : VÉET, |f'(£) < M. 
Alors on à |f(y) — f(x)| < My — x|. 


La preuve est directe (Attention : distinguer les deux cas x < y et x > y). 


2.4. Egalité et inégalité des accroissements finis (niveau DEUG) 


Les notations sont celles du théorème 2.2 ci-dessus. 


Théorème 2.4. Soit f une application définie et continue sur un intervalle [a, b] d'intérieur non vide et 
dérivable sur ]a, b[. Il existe c €]a, b| tel que 


FE) — f{a) = (—a)f(c). (21) 


Preuve.- Comme f est continue sur [a,b] et dérivable sur J|a, b[ l'application g : [a,b] + R définie 
ci-dessous vérifie aussi ces deux hypothèses 


Vx € [a, b|, g(x) _ f(x) 


Sa dérivée est définie par 
J(b) — (a) 
b—a 


Comme g(b) — f(a) = g(a), le théorème de Rolle entraine l'existence de c €]Ja, b[ tel que g'(c) = 0. On à 


donc 
(ce) = (F(b) — f(a)}/(b — a). 


On en déduit l'inégalité des accroissements finis (cf. théorème 2.2) : 


Vx €la, b|, g'(x) . f(x) L 


Corollaire 2.5. Avec les notations du théorème 2.4, on suppose qu'il existe deux nombres m et M tels 
que 
Vrela,b, m<f'(x) < M. (2.2) 


Alors 
m(b— a) < F(b)— f(a) < M(b- a). 


Preuve.- Le théorème 2.4, entraine l'existence de c € Ja, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c) (b — a). L’inégalité 
2.2 entraine immédiatement le résultat (car b — a > 0). 


Le théorème 2.4 entraine la version plus familière de l'inégalité des accroissements finis : 


Théorème 2.6. Soit f une application définie et continue sur un intervalle [a, b] d'intérieur non vide et 
dérivable sur ]a,b[. On a 


|f(b) — f(a)| < sup |f’(x)|(b — a), (2:3) 


æE]a,bl 


où le sup est pris égal à +00 si f' n’est pas bornée sur ]a, b|. 


2.5. Interprétation géométrique (niveau terminale ou DEUG) 
Lors d’un exposé le lecteur doit accompagner ce paragraphe de figures. 


1. Soit f une application vérifiant les hypothèses du théorème 2.2. D’après la remarque suivant le 
théorème 2.2, on dispose des inégalités, valables pour tout x € {a b] 


m(x — a) + f(a) < f(x) < M(x — a) + f(a). (2.4) 
Ma — 5) + F(b) < f(e) < mx — 6) + f(b). (2.5) 
Notons alors Dy, Dm, Am, Am les droites d'équations respectives 
(Du) y = M(r- a) + f(a) (Dm) y = mx — a) + (a) . 
(Am) y=M(xz—b)+/f(b) (Am) y=m(x—b) + f(b) 


Des inégalités 2.4 et 2.5, on déduit que la courbe representative de la fonction f se situe à l’intérieur du 
parallélogramme déterminé par les quatre droites Dy, D, Am, Am (voir figure ci-dessous). 


2. Soit f une application vérifiant les hypothèses du théorème et soit x0 €la, b[. Pour tout point x € [xo, b|, 
ona m(x—x0) < f(x) — f(xo) < M(x — x). 

Pour tout x € [a,xo], on à m(xo — x) < f(xo) — f(x) < M(xo — x). 

En notant d,, la droite d’équation y = m(x—x0)+f(x0) et du la droite d’équation y = M(x—x0)+f(x0) 
on en déduit que la courbe representative de f est située à l’intérieur du cône délimité par les droites d 
et du prises dans cet ordre. 


2.6. Applications de l’inégalité des accroissements finis 

2.6.1. Encadrement de fonctions usuelles (niveau terminale) 

On utilise à cette fin l’inégalité des accroissements finis lorsqu'on dispose d’une majoration de la dérivée 
de la fonction à encadrer. 

Exemples. 

1. Pour tout (x,y) € R? on a [sinx — siny| < [x — y|. 

2. Pour tout x ER}, on a sinx < x. 


Remarque.- À partir de cette inégalité, on peut en déduire de plus fines concernant les fonctions sin et 
cos, en intégrant membre à membre. 


2.6.2. Caractérisation des fonctions constantes (niveau terminale ou DEUG) 


Théorème 2.7. Soit f une application d’un intervalle T à valeurs réelles, continue sur TI et dérivable sur 
l’intérieur de I. La fonction f est constante si, et seulement si, sa dérivée f" est nulle sur l’intérieur de I. 


Preuve.- On suppose l’intérieur de 7 non vide, sinon le théorème est trivial. 

1. Si f est constante, il est clair que f” est nulle sur J. 

2. Si f’ est nulle sur l’intérieur de 1, f' est majorée par 0 sur cet intérieur : pour tout couple (x, y) 
de points de 1, on à |f(y) — f(x)| < 0, par application de l’inégalité des accroissements finis. D'où 


(y) = (x). 


2.6.3. Théorèmes de prolongement (niveau DEUG) 
On donne un exemple de ce type de résultat. 


Théorème 2.8. Soit f une application d’un intervalle [a, b] à valeurs réelles, continue sur [a, b] et dériv- 
able sur |a, b[ telle que lim,_,+ f'(æ) existe. Alors f’ est dérivable à droite en a. 


Preuve.- On note ! = lim,_,,+ f'(x). On va montrer que la dérivée à droite en a est égale à {. Pour cela, 
on pose w{x) = f(x) — f(a) — (x — a)l, égalité qui définit une fonction continue sur [a, b], dérivable sur 
Ja, b[ et on étudie lim,._,+ w(x)/(x — a). 
Soit € > 0 donné. Il existe 7 > 0 tel que 


Vreja,a+n], |f'(x)-il<e. 


Comme w'(-) = f'(-) — 1, il vient : Vrela,a+n|], | w'(x) |[<e. 
L'inégalité des accroissements finis appliquée à & sur [a, a + n] donne alors 


Vrelaa+m, le(@<elr-al. 
On en déduit lim, p(x)/(x — a) = 0. Puis lim (f(x) — f(a))/(x — a) =. 


T—a 


2.6.4. Théorème du point fixe (niveau terminale ou DEUG) 


On dispose du résultat suivant. 


Théorème 2.9. Soit f une application définie sur un intervalle 1 = [a,b], dérivable sur T, telle que 
f() CT et qu'il existe K, avec 0 < K < 1, pour lequel 


VrEl, f(x) <K. 


Alors : 

1. l’application f possède un unique point fixe à ; 

2. pour tout xo € Î, la suite (u»)hn>0 définie par récurrence par uo = %o et un+1 = f(ur) (pour tout 
n > 0) converge vers a. 


Preuve. 

1. Existence et unicité du point fixe. 

L'existence vient du théorème des valeurs intermédiaires appliqué à la fonction g : + f(x) —x, continue 
sur Î. En effet l'hypothèse f(7) C I entraine g(a) = f(a) — a > 0 et g(b) = f(b) — b < 0. 

L’unicité se démontre en utilisant l’inégalité des accroissements finis. Si l’on suppose l’existence de deux 
points fixes a et 8 on aura |f(B) — f(a)| = [8 — al < K}B — a]. D'où l'égalité 5 = à, puisque K < 1. 

2. Existence et convergence de la suite.- La suite (ur)n>0 est bien définie, car f(1) C I. La convergence 
de la suite (u,)1>0 se prouve alors à l’aide de l’inégalité des accroissements finis. On a pour tout n > 0 


lun+1 — al = |f(un) — f(a)| < K lus — a). 


D'où par une récurrence facile Vn > 0 [us — a] < K° }uo — a|. Comme 0 < K < 1, la suite (u:)1>0 
converge vers @. 


Remarque.- En terminale, on admet l'existence et l’unicité du point fixe sous les hypothèses de continuité 
et de stricte monotonie de f. Si l’on place l’exposé à ce niveau, il convient donc d’adapter l’énoncé du 
théorème. 


2.6.5. Divergence de la série harmonique et constante d’Euler (niveau terminale) 


La fonction In est définie et dérivable sur R£ avec comme dérivée la fonction x + 1/x. On peut appliquer 
l'inégalité des accroissements finis sur chaque intervalle [n, n + 1] (n > 1), en constatant que 1/n majore 
1/x sur un tel intervalle, pour obtenir : Vn > 1, In(n +1) —Inn<1/n. 

D'où, par sommation : Vn > 1, In(n +1) < 55, 1/k. 

On en déduit la divergence de la série harmonique. 


Remarque.- On a en fait : Vn >1, 1/(n+1)<ln(n +1) —-Inn< 1/n. 
D'où :Vn>1, > 1/k< In(n+1) < 5%, 1/k. 
On en déduit l’encadrement 


Vn>1, Infn+1)<5%1/k <1+In(n+1) 


On en déduit que la suite s, = > 7_, 1/k est équivalente à In(n+1), pour n tendant vers +00. On étudie 
alors la suite (w,)n>1 = (sn —In(n +1))1>1 qui est bornée, et monotone (l'étude de w,}1 — w, se fait 
de nouveau avec l'inégalité des accroissements finis !). La suite (w,),>1 est alors convergente et sa limite 
est la constante d’Euler (Cf CAPES 88, première épreuve). 


3. Sens de variation d’une fonction et recherche d’extremum 


3.1. Sens de variation d’une fonction 

Nous présentons ici le résultat comme une application de l'égalité des accroissements finis. 

Soit f une application numérique définie sur un intervalle 1 d’intérieur non vide et dérivable sur l’intérieur 
Le] 


de J, notée I. On dispose du résultat suivant : 


Théorème 3.1. 1. Sont équivalentes : 
Le] 
1.i. la dérivée f' est positive (resp. négative) sur I, 
1.i. l'application f est croissante (resp. décroissante) sur I 


o 
2. Si f' est strictement positive (resp. strictement négative) sur I alors f est strictement croissante (resp. 
strictement décroissante) sur I. 


Preuve. 
[L.i. = L.it.] Supposons f” positive sur Z. Soit a et b deux points de Z vérifiant a < b. Sous les hypothèses 
faites, il existe c EJa, b] tel que f(b) — f(a) = (b— a)f'(c). Comme f’(c) > 0, il vient f(a) < f(b). 


Le] 
[L.ii. = 14] Supposons f croissante et considérons c € 7. Comme f est croissante la fonction 


dixt (f(x) — f(c))/(x — 0) 


définie sur un voisinage à droite de c est positive. Comme f est dérivable en c on a f'(c) = lim,_,e+ 0(x), 
limite qui est positive par prolongement d’inégalité. 
La partie respectivement se traite en remplacant f par —f. 


2. Il suffit de reprendre l’argument du [1.i. = 1.it.], en remplacant les inégalités larges par des inégalités 
strictes. 


Remarque.- Le célèbre exemple de la fontion f définie sur [1,1] par f(x) = x° montre qu’une fonction 


peut être strictement monotone même si sa dérivée s’annule en un point intérieur de son intervalle de 
définition. 


3.2. Recherche d’extremum 
3.2.1. Définitions 


Soit f une application numérique définie sur un intervalle 7 d'intérieur non vide et a un point de 1. 


Définitions 1. 
1. On dit que f possède un maximum local ou un maximum relatif (resp. maximum local strict) au point 
a s’il existe un intervalle J voisinage de a tel que 


VxeJNI, f(x) < f(a) (resp. Vx € JNI\{a}, f(x) < f(a)). 


2. On dit que f possède un minimum local ou minimum relatif (resp. minimum local strict) au point a 
s’il existe un intervalle J voisinage de a tel que 


VxeJNI, f(a) < f(x) (resp. Vx € JNI\{a}, f(a) < f(x)). 


Définitions 2. 
1. On dit que f possède un maximum absolu (resp. maximum absolu strict) au point a si 


Vx el, f(x) < f(a) (resp. Vx € I\{a}, f(x) < f(a)). 


2. On dit que f possède un minimum absolu (resp. minimum absolu strict) au point a si 


Vxel, f(a) < f(x) (resp. Vx € I\{a}, f(a) < f(x) ). 


On note que les définitions précédentes recouvrent le cas ou l’intervalle 7 est fermé ou semi-fermé et que 
a est une de ses bornes. Si f possède un maximum ou un minimum (resp. local, absolu, strict) au point 
a on dira que f possède en ce point un extremum (resp. local, absolu, strict). On dit souvent, un peu 
improprement, que le point a est un extremum. 


3.2.2. Condition nécessaire (du premier ordre) d’extremum 


Soit f une application numérique définie sur un intervalle 7 d'intérieur non vide et a un point intérieur 
de I. 


Proposition 3.2. On suppose f dérivable en a. Si f possède un extremum en a, alors f'(a) = 0. 


Preuve.- Supposons que f possède un maximum (local, absolu, strict ou non). Il existe dans chacun des 
cas un intervalle J —]a — ,a + 6[, voisinage de a, inclus dans 7, tel que Vx € J f(x) < f(a). D'où les 
inégalités 

Vx ja — 6,af, (f(x) — f(a))/(x—a) 20 Vxeljaa+ô[ (f(x) — f(a))/(x — a) < 0. 
Comme f est supposée dérivable en a, il vient par prolongement d’inégalité f'(a) = f'(a-) > 0 et 
f'(a) = f'(at) < 0. D'où le résultat. 


Remarques. 

1. Il est d’usage de faire remarquer que cette condition nécessaire n’est pas suffisante, comme le montre 
l’inusable exemple de la fontion f définie sur [—-1,1] par f(x) = 2°. En zéro, f” s’annule sans que f 
présente un extremum en ce point. 

2. Il faut aussi remarquer que dans la proposition 3.2 le point a est supposé intérieur à I. Cette condition 
est indispensable et son omission source de nombreuses erreurs. 

Par exemple, la fonction f définie sur [1,+oo[ par f(x) = 1/x présente un maximum absolu en a = 1 
alors que la dérivée à droite en ce point est strictement négative. 


On dispose cependant de résultat portant sur les extrema, <<aux bornes d’un intervalle de définition >>. 
Par exemple : 


Proposition 3.3. Soit f définie sur l'intervalle [a, b[ et dérivable en a. Si a est un maximum (resp. 
minimum) local de f alors 


f(a)<0 (resp. f(a) Z 0). 


Preuve.- Supposons que a soit un maximum local de f. Il existe alors un intervalle J de la forme Ja, a+ô| 
avec ÿ > 0 tel que Vx €ja,a +0[ f(x) < f(a). Il en résulte que 


Væ Ela;a+6[, (f(x) — f(a))/(x — a) < 0. 


Par prolongement d’inégalité, la dérivée à droite en a est négative ou nulle. 


3.2.3. Conditions suffisantes d’extremum 


Soit f une application numérique définie et dérivable sur un intervalle 7 d’intérieur non vide. Soit encore 
c un point de l’intérieur de 1. 
On dispose du résultat suivant : 


Théorème 3.4. Supposons que f'(c) est nul et qu'il existe un intervalle J inclus dans 1, voisinage de c 
tel que f’ est décroissante (resp. croissante) sur J. Alors la fonction f possède au point c un maximum 
local et (resp. minimum local). 


Preuve.- On peut toujours se ramener au cas ou J est un intervalle fermé [a, b|, voisinage de c. On se 
place dans le cas où f” est décroissante sur [a, b]. Des hypothèses, on déduit que f” est positive sur [a, c] 
et négative sur [c,b]. La fonction f est croissante sur [a, c] et décroissante sur [c, b] d’après le théorème 
3.1. On en déduit que 


Vrela,d, f(x)< f(c) ; Vrelcbl, f(x) < f(o). 


La fonction f présente donc bien un maximum au point c. 


Remarques. 
1. Remarque de présentation en oral de CAPES : il est bon d'accompagner ce résultat d’un tableau de 
variations. 


2. Dans le théorème 3.4, si l'intervalle J peut être pris égal à 1, le point c sera un extremum global. 
3. La condition de monotonie (de la dérivée) figurant au théorème 3.4 n’est pas nécessaire. 


Exemple 1. Considérons, en effet, la fonction définie sur R par f(0 = 0 et f(x) = x?(1 +sin(1/x)), 
pour x  (. 


Cette fonction est dérivable à l’origine (en étudiant le rapport (f(x) — f(0))/x), avec f/(0) = 0. Par 
ailleurs f est de classe C® sur la réunion |] — ,0{U]0, +oo[ avec 


Væ €] — æ,0[U]0,+co[, f'(x) = 2x(1 +sin(1/x)) — cos(1/x). 


Comme lims_,0,»40 27(1 + sin(1/x)) = 0, le terme en cos(1/x) entraine que sur tout voisinage pointé 
de 0 f’ prend des valeurs non nulles de signes contraires. La dérivée de f n’est donc monotone sur 
aucun voisinage de 0. Pourtant, comme x?(1 + sin(1/x)) > 0, pour tout x € R*, la fonction f possède 
un minimum en 0. Le lecteur constatera que le graphe de f est compris entre la parabole d’équation 
y = 2x? et la droite d’équation y = 0 (ci-dessous, le graphe de f). 


On tire du théorème 3.4 la traditionnelle condition suffisante, utilisant la dérivée seconde. 


Corollaire 3.5. Soit f une application numérique définie et deux fois dérivable sur un intervalle 1 
d'intérieur non vide. On suppose qu'il existe c tel que f'(c) soit nul. S'il existe un un intervalle J inclus 
dans I, voisinage de c sur lequel f" est négative (resp. positive), alors la fonction f possède au point c 
un maximum local et (resp. minimum local). 


Preuve.- Placons nous dans la situation où f” est négative sur J. D’après le théorème 3.1, f’ est 
décroissante sur J et on est ramené aux hypothèses du théorème 3.4. 


On dispose de résultats analogues au théorème 3.4 et au corollaire 3.5 pour les extrema stricts. On laisse 
les démonstrations au soins du lecteur. 


Théorème 3.6. Soit f une application numérique définie et dérivable sur un intervalle T d'intérieur non 
vide. On suppose qu'il existe c tel que f'(c) soit nul et un intervalle J voisinage de c tel que f' soit 
strictement décroissante (resp. croissante) sur J. Alors la fonction f possède au point c un maximum 
local strict (resp. minimum local strict). 


Corollaire 3.7. Soit f une application numérique définie et deux fois dérivable sur un intervalle I 
d'intérieur non vide. On suppose qu'il existe c tel que f'(c) soit nul. S’il existe un un intervalle J inclus 
dans T, voisinage de c sur lequel f” est strictement négative (resp. positive), alors la fonction f possède 
au point c un maximum local strict (resp. minimum local strict). 


Remarques.- les conditions énoncées dans ces deux derniers résultats ne sont pas, a fortiori, nécessaires. 
1. Pour le théorème 3.6, la fonction f définie sur R par f(0) 0 et f(x) = x?(2+sin(1/x)), pour x #0 
(exemple adapté de celui ci-dessus) montre qu’une fonction peut présenter un extremum strict en un 
point alors que sa dérivée n’est monotone sur aucun voisinage de ce point. 

2. Pour le corollaire 3.7, la fonction f définie sur R par f(x) = x* montre qu’une fonction peut posséder 
un extremum strict en un point où sa dérivée seconde s’annule. 


4. Les formules de Taylor 


4.1. Généralisation des théorèmes de Rolle et des accroissements finis 


Cette généralisation n'intervient en fait que dans la preuve de la formule de Taylor- Young, lorsque l’on 
fait des hypothèses faibles. Elle peut donc être omise en première lecture. 


4.1.1. Généralisation du théorème de Rolle 


Théorème 4.1. Soit f et g deux fonctions à valeurs réelles définies sur un intervalle fermé d'intérieur 
non vide [a,b], continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[. Il existe alors c €la, b[ tel que 


(f(b) — f(a)) g'(c) = (g(b) — g(a)) F(c) (41) 


Preuve.- Soit h la fonction définie sur [a, b] par 


Vze ab], h(x) = (f(b) — f{a)) gx) — (gb) — g(a)) f(x). 


La fonction À est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[ et de plus 


D'après le théorème de Rolle, il existe c €]a, b[ tel que h’(c) = 0. Ce qui entraine l'égalité (4.1). 


Remarque.- En prenant pour g la fonction de R dans R définie par g(x) — x, on retrouve l'égalité des 
accroissements finis. Ainsi certains auteurs appellent l’égalité des accroissements finis théorème de Rolle 
et réservent le nom de théorème des accroissements finis à l'inégalité des accroissements finis. 


4.1.2. Une forme générale de l’inégalité des accroissements finis 


Théorème 4.2. Soit f et g deux fonctions à valeurs réelles définies et continues sur un intervalle [a, b] 
d'intérieur non vide et dérivables sur ]a, b[ vérifant de plus 


Væela,b,  |f(x)l < g'(x). (4.2) 
Alors 
|f(b) — f(a)| < g(b) — g(a). (4.3) 


4.1.3. Deux démonstrations 
On utilise les notations de l’énoncé. 
À l’aide du théorème de Rolle. Soit € un réel strictement positif. On peut appliquer le théorème 


4.1 démontré ci-dessus à la fonction f et à la fonction ge : æ + g(x) + ex, dont la dérivée, strictement 
positive sur J]a, b[, vérifie 


Vx €Ja,b|, LP (x)l < 92 (x). 
Il existe donc c €]a, b] tel que 
(F(b) — f(a)) gé(c) = (ge(b) — ge(a)) F(c). (4.4) 
Comme g/(c) est strictement positif et la fonction g croissante, il vient 


| f'(c)| 
g!(c) 


|f(b) — F(a)l = (ge(b) — g-(a)) < ge(b) — ge(a) = g(b) — g(a) +e(b — a). 


Donc, on a 
Ve>0, [f(b) — f(a)l < g(b) — g(a) +e(b — a). 
Ce qui entraine |f(b) — f(a)| < g(b) — g(a). 


Une preuve plus intrinsèque de l’inégalité des accroissements finis. Cette preuve est général- 
isable aux cas : 


e d’une fonction f à valeurs dans un espace normé. 


e de fonctions uniquement dérivables à droite en tout point de Ja, b[. 


Elle repose sur les propriétés des intervalles de R. 
Soit € > 0 et choisissons a’ € ]a,b]. Posons 


F={te [ab] ||f() — f(a)l < (gt) - g(a)+e(t—a)) <0}, 
E={5els,6] |ba,x]lcF}. 


L'ensemble F est fermé car image réciproque de ]—co,0] par la fonction continue t + |f(t) — f(a!)| — 
(g(£) — g(a’)) —e(c— a’). 

Par construction Æ est un intervalle, non vide (a € ÆE) fermé (conséquence de la fermeture de F). 
Montrons qu’il est égal à [a’, b]. 

Supposons à l'inverse que Æ soit strictement inclus dans {a/,b] c’est-à-dire qu’il existe c € [a/, b[ tel que 
E = [a',c]. Comme f (resp. g) est dérivable en c > a! > à, il existe n > 0 tel que 


JG) — f(c) | 


vVtelc,c+nl, = 


En particulier 
Véelcc+n[, |f()— (0) <IF(c)(— €) + . G—c)  g(o(t-c)-. (6-0) <Ig(E) — g(o)l. 
Comme par hypothèse, on a |f'(x)| < g/(x), pour tout x € ]a, b[, et en particulier en c, il vient 
Vitelc+n, 1f(@)—f(0) < 96) — g(c)+e(t—c). 
Pour tout t € [c,c + n[, l'inégalité triangulaire donne 
FC) — fa) < 1f(o) — Fa) + 1F@) — F0). 
Or, |f(c) — f(a)| < g(c) — g(a') +e(c— a) car ce E. D'où 
LF(E) — Fa) < ge) — g(a”) +e(c— a) + gt) — g(c) +e(t— 0) = g(t) — g(a) +e(t— a). 
Ainsi [c,c+ n[ CE, ce qui contredit la définition de c. D'où E = [a/,b] et 


Ve>0, Va'e]a,b], |f(b) — f(a”)| < g(b) — g(a') +e(b— a"). 


Par continuité de la fonction t + |f(b) — f(t)|—(g(b) — g(t) + € (b — t)) il vient (prolongement d’inégalité) 
Ve>0,  |f(b)— f(a)l £ g(b) — ga) +e(b— a). 
Puis |f(b) — f(a)| < g(b) — g(a). 


4.2. Formules de Taylor-Lagrange 
4.2.1. L'égalité de Taylor-Lagrange 


Théorème 4.3. Soit n un entier positif, 1 un intervalle compact de R et f une application de classe C” 
définie sur 1 à valeurs dans R admettant de plus une dérivée (n + 1)*"* sur l’intérieur de 1. Pour tout 
couple (x,y) de points de I, il existe c strictement compris entre x et y tel que 


fQ) = fe) + en - DO ()/kt+ (y — at FD (0) /(n + DL. (4.5) 


Remarques.- La Formule de Mac-Laurin consiste à poser dans la formule (4.5) h = y—x,c=x+0h 
(avec 0 €]0, 1[) de sorte que : 


Théorème 4.4. Soit n un entier positif, Î un intervalle compact de R et f une application de classe C” 
définie sur I à valeurs dans R admettant de plus une dérivée (n + 1)*"* sur l’intérieur de I. Soit x un 
point de l’intérieur de I et h tel que x + h appartiennent à I, il existe 0 €]0, 1] tel que 


f{e+h)= fe) +3 RFO (et + ATEN (x + 0h)/(n +1). 


Définition 3. Le polynôme h+ YF h* f(®)(x)/Kk! s'appelle le polynôme de Taylor de f d’ordre n au 
point x. 
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Preuve du théorème 4.3.- Quitte à permuter leur rôle, on peut supposer x < y. On définit la fonction 
Pn Sur [æ, y] par 


GET 
(n +1)! ? 


s Ur. 
Vtelz,y, pat) = f(y) — FO —- HI FE) (4.6) 
où à est choisi de sorte que w,, (x) — 0 (ce qui est effectivement possible et le lecteur constatera qu’il est 
inutile de calculer la valeur de & pour la suite de la démonstration). On remarque qu’on à également 


Pn(y) = 0. 
La fonction 4, est continue sur [x, y] et dérivable sur ]x, y[ avec 


vtele,ul (6) = (9-2) 7040(6)/n1+ a(y—t)"/nt. (4.7) 


Comme w,,(x) = w, (y), le théorème de Rolle entraine l’existence de c €]x, yl tel que &/,(c) = 0. A partir 
d'expression de w/, (égalité (4.7)), on constate que a = f("#1)(c). On conclut en faisant  — x dans 
l'égalité (4.6). 


4.2.2. L’inégalité de Taylor-Lagrange 


Théorème 4.5. Soit n un entier positif, 1 un intervalle compact de R, f une application de classe C” 
définie sur I à valeurs dans R admettant de plus une dérivée (n + 1)*"* bornée sur l’intérieur de I. Si 
M est un majorant de | f("#1)| sur l’intérieur de I, on à pour tout couple (x, y) de points de I 


LF(u) — fe) - Ein 2) 9 (a)/8l < My — af /(R + DL. 


Remarques. 
1. Ce théorème est vrai mutatis mutandis pour les fonctions à valeurs dans un espace normé comme cela 
a été rappelé dans l’introduction. 


2. Nous donnons deux preuves de ce résultat : 


e la première preuve utilise le théorème de Rolle : elle est donc spécifique du cas des fonctions à 
valeurs réelles ; 


e la deuxième preuve utilise la forme << générale »> de l'inégalité des accroissements finis ; elle s’adapte 
directement pour les fonctions à valeurs vectorielles, mais peut être omise dans le cadre d’une 
préparation à l'oral du CAPES. 


Première preuve (indications). On applique le théorème 4.3 dont la preuve repose sur le théorème de 
Rolle, à la fonction f. Pour tout (x,y) € 1? il existe c compris entre x et y tels que 


Fu) — fe) — Dray — 20 o)/8t = (y — 2) 0 (0)/(n + DL. 


D'où par passage à la valeur absolue et majoration de |f(+1)(c)} l'inégalité 


f{u) — f(x) - Xi - z)* F0 (a)/H| <Mly-al"t" /(n+1). 


Seconde preuve.- Supposons que l’on ait æ < y. On définit une fonction #,, continue sur [x, y] et 
dérivable sur ]x,y| par 


LE 
Men 60210) 10 - Dia UD 70), 


On a alors : Vtelx,yl, v(t) = —(y—t}"f{+0)(t)/nl et, par hypothèses, 
véele,yl [V,()] < M(y-t)"/nl. (4.8) 


La fonction g : R — R définie par g(t) = M(y —t)"*1/(n +1)! est dérivable sur R de dérivée le second 
membre de l'inégalité (4.8). Par application de l'inégalité des accroissements finis, on obtient 


1h, Ge) = Ib, (y) — d,(x)l < guy) — g(x) = g(y) = My - 2)" /(n + D 
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4.3. Formules de Taylor- Young 


Nous donnons deux énoncés de la formule de Taylor- Young qui différent par les hypothèses de régularité. 
Un candidat au CAPES peut éventuellement se contenter de connaître la version avec les hypothèses 
fortes. 


4.3.1. La formule de Taylor-Young (hypothèses fortes) 


La preuve de cette version de la formule de Taylor- Young utilise un peu de calcul intégral élémentaire. 


Théorème 4.6. Soit n un entier positif, a un réel, Î un intervalle deR, voisinage de a et f une application 
définie sur I à valeurs dans R, de classe C” sur I et (n+1) fois dérivable en a. Alors il existe une fonction 
€ définie sur I et à valeurs dans R telle que lim,_, e(x) = 0 et 


n k e(k n+1 FU (a) 
Vrel, flx)= fa) +327. (x - a)" f 9 (a)/kl+ (x — a)"+ Pan 


Remarques. 
1. Ce théorème est vrai mutatis mutandis pour les fonctions à valeurs dans un espace normé. 


2. La formule de Taylor- Young possède un caractère local alors que l’inégalité de Taylor-Lagrange possède 
un caractère global. 


Preuve (théorème 4.6).- Ce théorème se démontre par récurrrence sur l’entier n. 
1. Pour n = 0, l'hypothèse entraine que f est dérivable en a. Alors f admet un développement limité à 
l’ordre 1 en ce point, ce qui est exactement la conclusion du théorème 4.6 pour n = 0. 


2. Supposons le théorème vrai jusqu’à l’ordre n — 1 (n > 1). Soit f vérifiant les hypothèses du théorème, 
à l’ordre n. On définit une fonction À de 1 sur R possédant la même régularité que f en posant 


Vrel, f(a)=) Xi (x- a) f 0 (a)/kl + R(x). (4.9) 


La fonction f’ est de classe Cl! sur Z et n fois dérivable en a : par hypothèse de récurrence, il existe 
une fonction e(-) définie sur I telle que lim,_, (x) = 0 et 


Vael, f'(æ)=f'(a)+ Xl - a) 679 (a)/k1 + (œ — a)'e(x). 
En dérivant la relation 4.9, il vient 
Vrel, R'(x)=(r-a)'e(x). 
Pour à > 0, il existe 9 > Otelque: Vxela—mn,a—m[NI, |e(x)| < 6, donc tel que 
Vx éla—n,a—mn[INI, —ô|x - a" < R'(x) < 6[x — al". (4.10) 
Comme la fonction x + R'(x) est continue, il vient en intégrant successivement pour x > a et x < a les 
inégalités 


Væ €la — n,a — n[NT, ed < [T R'(Ejdt < ——— 


Comme R/(a) = 0, On en déduit 


Vx €la — n,a — niNI, [R(x)| = fo 1) 


A 
EI 
& 


Il en résulte que 


R(x) 


(VO>0) (An>0) (Vrel) (oci-u<n+ 


et donc que lim,_, 544 R(x)/ (æ — a)"Ÿ? = 0. En posant &(x) = R(x)/ (x — a)"** et E(a) = 0, on obtient 


Vrel, f(x)= > (x- a) f®(a)/Kl+ (x — a)"*" E(a) avec lim ë(x) = 0. 


T— a 
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4.3.2. La formule de Taylor- Young (hypothèses faibles) 


Ici, les hypothèses faites sont affaiblies. La preuve de cette version de la formule de Taylor- Young est 
une application de la forme générale du théorème des accroissements finis, démontrée ci-dessus. 


Nous donnons deux formes équivalentes de ce résultat. 


Théorème 4.7. Soit n un entier strictement positif, a un réel, 1 un intervalle de R, voisinage de a et f 
une application définie sur 1 à valeurs dans R, n fois dérivable en a. Alors 


bn (or (re - 0-50 )) 0 


Théorème 4.8. Soit n un entier strictement positif, a un réel, 1 un intervalle de R, voisinage de a et f 
une application définie sur 1 à valeurs dans R, n fois dérivable en a. Alors il existe une fonction € définie 
sur Î et à valeurs dans R telle que lim,_,, e(x) — 0 et 


OP 
Vrel, f(x)= f(a) +3; (x - ao + (x — a)"e(x). 


Remarques. 
1. Ce théorème est vrai mutatis mutandis pour les fonctions à valeurs dans un espace normé et la 
démonstration donnée ci-dessous s’adapte directement à ce cadre. 

2. Preuve de l’équivalence entre les deux énoncés.- Le premier énoncé étant supposé vrai, on pose, pour 
ze, R(x) = f(x) — f(a) - EF, (x — a) fN)(a)/k! et on définit la fonction £(-) sur l'intervalle 7 par 
e(z) = R(x)/(r-a)" si z£a ; e(a) = 0. 

La fonction x + ex) est continue au point @ car par hypothèses, lim,_,,e(x) — 0. Ceci donne le 

deuxième énoncé. La réciproque est immédiate. 


3. La fonction f étant n fois dérivable au point à, il existe nécéssairement un voisinage de a sur lequel 
f est n — 1 fois dérivable ; d’une manière plus générale, il existe un intervalle J voisinage de a sur lequel 
les dérivées f(*) de f existent pour 1 <k <n—1. 


Preuve (théorèmes 4.7 et 4.8).- Ce théorème se démontre par récurrrence sur l’entier n. 
1. Pour n = 1, l'hypothèse revient à supposer f dérivable en a. Alors f admet un développement limité 
à l’ordre 1, ce qui est exactement la conclusion du théorème 4.8 pour n = 1. 


2. Supposons le théorème vrai jusqu’à l’ordre n — 1 et soit f vérifiant les hypothèses du théorème, à 
l’ordre n. On définit une fonction R de 1 sur R possédant la même régularité que f en posant 


Vel, R(x)= f(x) - f(a)—- 3% _.(x— a)" f®) (a)/EKl. 


La fonction f’ est définie sur un intervalle J voisinage de a (voir remarque 3.). De plus, f”’ est n — 1 fois 
dérivable en a, ce qui montre, en utilisant l'hypothèse de récurrence, qu’il existe une fonction e(t) définie 
sur J telle que lim,_.,e(x) = 0 et 


VreJ, f'(x)— f'(a)- Xi (x — a) FEU (a)/kl = (x — a)" le(x), (4.11) 


soit encore 
VzeJ, R'(x)=(x- a)" "e(x). 


Pour à > 0, il existe donc 7 > Otel que Vx Ela —n,a—n[NJ, [e(t)| < Ô, donc tel que 
Vr Eja—ma—mNs, |R'(x)| <ô|r- al. (4.12) 


En posant 
VrER,  g(x)=(6/n)|r-a"""(x— a). 


on définit une fonction continue sur R et dérivable sur | — co, al et ]a, oo! de dérivée, pour x # a, le 
second membre de l'inégalité (4.12). L’inégalité des accroissements finis, appliquée soit à l'intervalle [a, x] 
soit à l’intervalle [a, x] donne pour x £ a et x EJa — n,a—mn[NJ la majoration 


|R(x)| = |R(x) — R(a)| < |g(x) — g(a)| = 1g(x)| = (6/7) 1x — al”. 
D'où la propriété 
(V6 > 0) (A7>0) (VreJ) (0</x-al <n—=/|R(x)/(x— a)"| <6/n). 


Ce qui entraine la conclusion. 
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4.4. La formule de Taylor avec reste intégral 


Il s’agit d’une application du calcul intégral, et plus particulièrement du théorème d'intégration par parties. 


Théorème 4.9. Soit n un entier positif, I= [a,b] un intervalle compact de R, et f une application de 
classe C"T1 définie sur I à valeurs dans R. On a pour tout x € I 


(&— _ 


fe) = fo) +572 ET FO (0) + je 00 ET à (413) 


n! 


Remarques. 
1. Cette formule est souvent d’un emploi plus commode que celles qui précèdent en ce qu’elle donne un 
contrôle exact du reste. Cependant les hypothèses sont ici plus fortes. 


2. On effectue souvent le changement de variables u — (t—a)/(b— a) dans la formule (4.13), ce qui donne 
le : 


Corollaire 4.10. Avec les notations et les hypothèses du théorème 4.9 on à 


(Ce 2 


= a Pur 


FC) = (a) + Es SN (0) + — JG — u)" 049 (a + u(b— a)) du. 


Preuve du théorème 4.9.- L'outil essentiel est le théorème d’intégration par parties. On procède par 
récurrence sur l’entier n. 
1. Pour n = 0, on suppose donc que f est de classe C! sur [a,b]. On a alors, pour tout x € [a, b|, 


f(œ) — f{a) = Ja (6) dt 


puisque f est continue donc intégrable sur {a, b]. 


2. On suppose la formule vraie jusqu’au rang n, n > 1 et on considère f de classe C"+l sur I. En 
appliquant l'hypothèse de récurrence, il vient 


fe) = f(a) + EX (x — a) FO (a)/k1+ JE FO (x — #1 /(n — 1)! dt (4.14) 


Comme f(") est de classe C! sur I, on peut intégrer par parties le dernier terme de l'égalité (4.14). On 
a donc 


[10-0770 - tar = [#9 -0 "ra +[ FI (DE — 1) /nl dé, 
F0) (a)( — a)" /nl + ' FD (E)(æ — #)°/ni dt. 


D'où le résultat, en remplacant dans (4.14). 


4.5. Une application des formules de Taylor : les développements limités 


En appliquant la formule de Taylor-Young (théorème 4.8), on obtient directement la : 


Proposition 4.11. Soit n un entier strictement positif, a un réel, Î un intervalle de R, voisinage de a 
et f une application définie sur 1 à valeurs dans R, n fois dérivable en a. Alors la fonction f admet un 
développement limité en a donné par le polynôme de Taylor d'ordre n de f en a 


(k) 
Dot — a? io 


On renvoie le lecteur au document outils pour l’étude locale des fonctions pour une étude des développe- 
ments limités. 
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5. Position d’une courbe par rapport aux tangentes 


5.1. Remarques introductives 


Nous considérons ici le problème comme local, à savoir préciser au voisinage d’un point la position 
respective d’une courbe et de sa tangente en ce point. Cette question se traite souvent comme application 
des développements limités!. On la trouve ici traitée comme application du calcul différentiel. 


Cette approche dépend fortement des outils que l’on se donne en << pré-requis >> : 
e la dérivée d'ordre 1 et la simple inégalité des accroissements finis : 
e la dérivée d'ordre 1, le théorème de Rolle et donc le théorème des accroïssements finis ; 
e les dérivées d’ordre supérieur qui autorisent des conditions suffisantes plus maniables ; 


e la formule de Taylor-Young, qui permet d'écrire des développements limités et l’on rejoint le point 
de vue cité plus haut. 


Le texte qui suit n’est en aucun cas un modèle d’exposé, mais contient la plupart des résultats permettant 
d’en construire un avec plusieurs choix d’approches possibles. 

Dans un autre ordre d'idée, sa lecture doit être enrichie de figures (dessins de courbes montrant les 
différents cas, tableaux de variations, etc.) et de l’études d'exemples. 


5.2. Etude locale de la position d’une courbe par rapport à une tangente 


On considère dans la suite f une application numérique définie et dérivable sur un intervalle 7 d’intérieur 
non vide, € la courbe représentative de f dans le plan affine et a un point de l’intérieur de 7. 


Comme f est dérivable en a, la courbe € possède au point (a, f(a)) une tangente 7, d’équation 
y— f(a) = (x — a)f(a). 
On dispose d’un premier résultat. 


Proposition-Définition 4. Supposons qu'il existe un intervalle J voisinage de a inclus dans TI tel que 
f' soit croissante sur J (resp. décroissante sur J). 
Alors on a 


VreJ, f'(a)(x-a)+f(a) < f(x) (resp. Vx e J, f'(x)(x — a) + f(a) > f(x)). 


Autrement dit, sur le voisinage J, la courbe C est située au dessus (resp. au dessous) de la tangente T}. 
Le point (a, f(a)) est alors appelé point ordinaire de la courbe C. 


Preuve.- Traitons le cas ou f” est croissante sur un intervalle J, voisinage de a. La fonction 
g'æt f(x) - f(a)(x— a) + f(a) 


est définie et dérivable sur 7, de dérivée g':x1 f'(x) — f'(a). Comme f' est croissante sur J, la fonction 
g est décroissante sur | — co, a] N J et croissante sur J N [a, +oo[. On à de plus g(a) = 0 : g est donc 
positive sur J. 


Remarque.- On note le lien très étroit entre la preuve de ce résultat et celle du théorème des accroisse- 
ments finis, faite au niveau de la terminale. Dans le cas présent, la dérivée de f est majorée sur ]—co, a]NJ 
et minorée sur J AN [a, +oo!|. 


Donnons une condition suffisante pour que (a, f(a)) soit un point ordinaire, avec une hypothèse plus 
forte de régularité sur f. 


Corollaire 5.1. Si f est deux fois continûment dérivable au voisinage du point a et si f”’(a) est non nul, 
le point (a, f(a)) est un point ordinaire de C. 


1C’est ce qui est fait dans le document outils pour l'étude locale des fonctions. 
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Preuve.- La dérivée seconde de f garde un signe constant, sans s’annuler sur un voisinage de a et f” est 
alors strictement monotone sur ce même voisinage : on applique alors la proposition 4. 


Si l’on accepte l’utilisation de la formule de Taylor- Young, on peut affaiblir les hypothèses de ce corollaire 
et montrer la proposition qui suit. 


Proposition 5.2. Si f est deux fois dérivable au point a et si f”(a) est non nul, le point (a, f(a)) est 
un point ordinaire de C. 


Preuve.- Il existe alors un voisinage V de a est une fonction € définie sur V tels que 


Met = etai eo 0 


2 T— a 


alors, pour x assez proche de a le signe de la différence f(x) — [f(a) + (x — a) f'(a)] est celui de f”(a). 


On note qu'ici l’argument est sensiblement différent de ceux utilisés ci-dessus qui relevaient de l’étude 
des variations des fonctions. 


Remarque.- Le corollaire 5.1 et la proposition 5.2 sont des conditions suffisantes pour que (a, f(a)) soit 
un point ordinaire. 


En effet, pour la fonction f de R dans R, indéfiniment dérivable, donnée par 
VzeR, f(x) = x, 


le point (0,0) est ordinaire, alors que f”/(0) — 0. En fait, pour cet exemple le point (0,0) est un méplat, 
puisque f/(0) = f”(0) = f@)(0) = 0 et f(4)(0) Z 0. 


Dans le cas ou f” n’est monotone sur aucun voisinage de a, <<tout peut arriver >> comme le montre les 
exemples suivants. 


Exemple 2. On prend I =R et f définie par : Vx ER, f(x) = x. 


La courbe représentative de f traverse la tangente en ce point. Ce type de situation est étudiée ci-dessous. 


Exemple 3. On prend I =R et f définie par 
f(0) =0 VzeR*, f(x) = x?sin(1/x). 
La fonction f est dérivable sur R avec 
f'(0)=0 Ver eR*, f(x) = 2xsin(1/x) — cos(1/x). 


On vérifie que f” n’est monotone sur aucun voisinage de 0 car sur tout voisinage de zéro, f' prend à la 
fois des valeurs négatives et positives. (En effet on a lim,;_,0 2x sin(1/x) — 0 et, sur tout voisinage pointé 
de 0, la fonction æ + —cos(1/x) prend des valeurs arbitrairement grandes, négatives ou positives.) La 
courbe représentative de f traverse sa tangente à l’origine une infinité de fois (car f change de signe sur 
tout voisinage de zéro). 


Exemple 4. On considère la fonction f utilisée dans l’exemple 1. Elle est définie sur R par 
(0) =0 VzeR*, f(x) = x°(1+sin(1/x)). 


Comme dans l’exemple 3, f” n’est monotone sur aucun voisinage de 0. Comme f’(0) — 0, la tangente 
à l’origine est la droite d’équation y — 0. De plus : Vx € R*, 1 + sin(1/x) > 0. Ainsi, la courbe 
représentative de f est située au dessus de sa tangente à l’origine. 


Cependant on dispose du résultat suivant, illustré par le premier exemple. Les notations sont celles de 
la proposition 4. 


Proposition 5.3. Supposons qu'il existe un intervalle J voisinage de a inclus dans 1 tel que l’une des 
conditions suivantes est réalisée : 

1. f' est croissante sur | — æ, a] N J et décroissante sur J N [a, +oo ; 

2. f' est décroissante sur | — æ, a] "N J et croissante sur J AN [a, +oof. 

Alors : 

- si la condition 1. est réalisée, sur ] — æ, a] N J la courbe C est au dessous de la tangente T, et sur 
JAN [a,+oo! la courbe C est au dessus de la tangente T, ; 

- si la condition 2. est réalisée, sur ] — co, a] N J la courbe C est au dessus de la tangente T, et sur 
JAN {a,+oo! la courbe C est au dessous de la tangente Ta. 
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Plus commodément, on dira que la courbe traverse sa tangente au point (a, f(a)). On pose alors la 
définition suivante. 


Définition 5. On dit que le point (a, f(a)) est un point d’inflexion de la courbe C si l’une ou l’autre des 
conditions de la proposition 5.3 est satisfaite. 


La preuve de la proposition 5.3 utilise les mêmes arguments que celle de la proposition 4. 


Avec des hypothèses plus fortes de régularité sur la fonction f, on à une condition nécessaire triviale 
pour que (a, f(a)) soit un point d’inflexion. 


Lemme 5.4. Si f est deux fois dérivable au point a, pour que (a, f(a)) soit un point d’inflexion de la 
courbe C il faut que f”(a) soit nul. 


Preuve.- Sinon le point (a, f(a)) est ordinaire, selon le corollaire 5.1 ou la proposition 5.2, en fonctions 
des hypothèses de régularité faites sur f. 


En renforcant encore les hypothèses sur f, la proposition 5.3 possède le corollaire suivant. 


Corollaire 5.5. Si f est trois fois continûment dérivable au voisinage du point a et si f”(a) = 0 et 
f%) (a) Z 0, le point (a, f(a)) est un point d'’inflexion de C. 


Preuve.- Supposons par exemple f(%) (a) > 0. Alors, il existe un intervalle J voisinage de a sur lequel f”’ 
est croissante, négative à gauche de a, positive à droite de a. La dérivée de f est donc est décroissante 
sur | — æ, a] N J et croissante sur JAN [a, +oo[. La condition 2. de la proposition 5.3 est donc réalisée. 


Avec la formule de Taylor-Young, on peut affaiblir les hypothèses de ce corollaire et montrer la proposition 
qui suit. 


Proposition 5.6. Si f est trois fois dérivable au point a et si f"(a) = 0 et f)(a) Z 0, le point (a, f(a)) 
est un point d’inflexion de C. 


Preuve.- D'après le théorème 4.8 appliqué à l’ordre 3, il existe une fonction € définie sur 1 avec 
lims_a e(x) = 0 telle que 


(3) 
fe) 10 = (6-0 fo + (0 (ER Q +c(a)). 1) 
Comme f(%) (a) Z 0 et lims_, (x) = 0, il existe un intervalle J voisinage de a tel que 
ve € J, [e(æ)l < [7®)(a)| /6. 


Alors, la quantité soulignée dans l’expression 5.1 est du signe de f (3) (a). L'étude du signe de la fonction 
æt f(x) — f(a) — (x — a) f'(x) montre alors que le point (a, f(a)) est un point d’inflexion de C. 
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CONSTRUCTION 
De l'intégrale de RIEMANN 


PLC1-Mathématiques 
Auteur : A. Delcroix PROPRIETES ESSENTIELLES 


1. Définition de l’intégrale 


Dans la suite a et b désignent deux réels fixés, avec a < b. 


1.1. Introduction : approche heuristique de l’intégrale de Riemann 


Soit f : [a,b] — R*. Un des buts de l'intégrale de Riemann est de définir et de calculer l’aire de la partie 
P comprise entre l’axe des x et le graphe de f : 


P={(x,y) ER, zelabl, 0<y< f(x)}. 


Pour ce faire, on subdivise l’intervalle [a, b] en intervalles [x;,2;41] (0 <i< n, n entier, %0 = &, æn = b) 
et on remplace f sur [x;,%;11] par une constante h;. Cette constante peut être une valeur prise par f sur 
cet intervalle (somme de Riemann) ou bien un max ou un min sur cet intervalle (somme de Darboux). 
On note que ceci suppose f bornée, une des limitations de l’intégrale de Riemann. On somme ensuite 
les aires des rectangles de longueur x;41 — x; et de hauteur h;. Une fonction sera dite intégrale au sens 
de Riemann si les sommes obtenues, soit HS (ti41 — ti) h;, tendent vers une limite 7 (indépendante 
du choix des x; et des h;) lorsque le pas (x;11 — x;) tend vers 0, dans un sens à préciser. 

C’est la formalisation de cette démarche qui constitue le contenu de cette section. 


1.2. Subdivisions d’un intervalle 


Définitions 1. 
i. On appelle subdivision de l'intervalle [a, b] toute suite finie o = (ti)o<i<n (n > 1) de points de [a, b] 
vérifiant 

G=Xÿs La = 0: Vie{l,..n, vi-1 <a. 


ii. On appelle pas d’une subdivision o = (x;)o<i<n le nombre 6 (o), égal à 


5 (a) := os (ti — di-1). 


Exemple 1.1. Soit n un entier supérieur ou égal à 1 et 


b— 
Vie{0,.,n}, :=a+i L 


n 
La subdivision o = (x;)o<i<n s'appelle la subdvision régulière de [a,b] de pas (b — a) /n. 


On notera $ ([a, b]) l’ensemble des subdivisions de l'intervalle [a, b] ou simplement $S quand il n’y à pas 
de confusion possible sur l’intervalle considéré. 

Pour o = (ti)o<ién € S, on confondra, quand il n’y a pas d’ambiguité, o qui est une application d’une 
partie de N dans [a,b] et l’ensemble image {x0,...,tn}. Ainsi, pour (0,0) € S?, on notera © U o/ la 
subdivision de [a,b] constituée des points de & et de a’ rangés dans l’ordre croissant, sans expliciter 
l'application sous jacente. 


Définition 2. Soit o et o’ deux subdivisions de [a,b]. On dit que la subdivision o est moins fine que la 
subdivision o' (ou que o’ est plus fine que ©) ce que l’on note à < 0” si o C a’, autrement dit, si tout 
point de © est un point de 0’. 


Exemple 1.2. Soit (0,0!) € S([a,b])”. La subdivision o Uo’ est plus fine que chacune des subdivisions 
o et 0”. 


Remarque 1. La relation < est une relation d'ordre partiel sur l’ensemble $. 


1.3. L'ensemble des fonctions bornées définies sur [a, b] 


On notera dans la suite B = B({a, b],R) l’ensemble des fonctions définies sur {a, b] et à valeurs réelles. On 
rappelle que : 


Théorème 1.1. L'ensemble B([a, b|,R) est une R-algèbre. 


Dans la suite B([a, b],R), et certains de ces sous ensembles, joueront un grand rôle, puisque la théorie de 
l'intégrale de Riemann est une théorie de l'intégration des fonctions bornées. 

On note que certains ensembles de fonctions classiques sont inclus dans B([a, b],R), comme par exemple 
C9([a, b],R) ainsi que l’ensemble des fonctions monotones définies sur {a, b]. 


1.4. Sommes de Darboux 


Définition 3. Soit f € B([a,b|,R) et o = (xio<ikn € S([a,b]). On appelle somme de Darboux 
inférieure (resp. supérieure) relative à f et o, la quantité notée s(f,o) (resp S(f,o)) définie par 


s(f, o) _ Re sd Li_1)Mu (F, o) ; (resp. S(f, o) = Fute ss %;_1) M (fs o) L 


avec m; Cf; o) — infeefr FLE), M; (F, 0) — SUPEE x; _1,r;] FE: 
(On écrira m; (resp. M) au lieu de m;(f,0) (resp. M;(f,0)) lorsqu'il n’y à pas de confusion possible 
sur f et o.) 


Comme f € B([a,b],R), f est en particulier minorée et majorée sur tout intervalle inclus dans [a, b] ce 
qui justifie l’existence des sommes de Darboux. Avec les notations de la définition 3 on a de manière 
immédiate 


s(f,0) £ S(f,0). 
Lemme 1.2. Soit f € B([a,b],R) et o et o’ deux subdivisions de [a, b|, on a 
oo = s(f,o) <s(f,0°) octo = S(f,o) < S(f,0) 


La preuve de ce résultat s’établit par récurrence. On commence par considérer le cas ou © et o’ différent 
d’un point, pour lequel on pose 4’ = & U{c}. Il existe alors à € {0,....,n — 1} tel que x; <c<%;11.1l 
est alors facile de comparer s(f,0o) et s(f,0’) d’une part, et S(f,a) et S(f, a’) d'autre part. 


On en déduit : 
Proposition 1.3. Soit f € B([a,b],R) et o et o’ deux subdivisions quelconques de [a, b], on a 
s(f,0) £ S(f,0°) (1:1) 
Preuve.- Avec les notations du lemme 1.2, on pose ao” = & Uo’. La subdivision ©” est plus fine que a 
et a’. D'où 
s(f,0) £ s(f,0”) < S(F,0") £ s(f,0°). 


Comme conséquence, il vient : 
Corollaire 1.4. Soit f € B({[a.b],R). On a 

suPses 8(f,0) <infses S(f, a). (1.2) 
Preuve.- En appliquant la propriété (1.1) avec o’ — {a,b} on a 


Voes, s(f,o) <(b—a) sup f(x). 


x€[a.b] 
Ce qui entraine l’existence du sup du membre de gauche de l’inégalité (1.1). On à alors 
Vo’ € S, SUPSESs s(f, a) < S(f, CS) 


On en déduit l'existence de l’inf du membre de droite l'inégalité (1.1) puis l'inégalité (1.2). 


1.5. Définition de l'intégrale de Riemann par les sommes de Darboux 


Le paragraphe précédent (et notamment la proposition 1.3) montrent que les sommes de Darboux in- 
férieures approchent par défaut les aires que l’on souhaite définir, tandis que les sommes de Darboux 
supérieures les approchent par excès. La définition de l’intégrale, donnée ci dessus est donc naturelle : 
si le sup et l’inf du corollaire 1.4 coïncident, la fonction f est intégrable. 


Définition 4. Une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] , ou plus briéve- 
ment, intégrable sur [a, b] , si elle est bornée sur [a, b] et si 


SUPSes s(f, o) —= infses S(F, œ) 


où S désigne l’ensemble des subivisions de l'intervalle [a, b]. 


Notation-définition. Si f est intégrable sur {a, b] on note 1 f(t) dt le nombre ci-dessus et on l’appelle 
intégrale de f sur l'intervalle [a, b]. 

Théorème 1.5. (Critère d’intégrabilité).- Soit f € B([a,b],R). Sont équivalentes. 

i. La fonction f est intégrable sur [a, b] : 

ii. La propriété suivante est satisfaite : 


Ve> 0, J0eS, S(f,o)—s(f,o) <e. (1.3) 


Preuve 
[i = ti] Soit & > 0. Par définition du sup (resp. de l’inf) il existe o € S (resp. o' € S) tel que 


0 <sup,es s(f,T) — s(f,o) <e/2 (resp. 0 < S(f,o") — infres S(f,T) < €/2. 
En posant 0” = © U o’ il vient, d’après du lemme 1.2, s(f,o) < s(f,o"”) et S(f,o”) < S{f, a!) d’où 

0 <sup,es s(f,T)— s(f,o”) <e/2 (resp. 0 < S(f,o")—inf.es S(f,T) < e/2. 
Puis (par égalité du du sup et de l’inf) 

S(f,0") — s(f,o") < €. 
[ii = i] Supposons la propriété (1.3) satisfaite. Soit € > 0. Il existe o” € S telle que 
0 < S(f,0")— s(f,0") <e. 
D'où 
0 <infres S(f,T) — sup,es s(f,T) < €. 


On en déduit, puisque l’inégalité précédente est vraie pour tout €, que inf,es S(f,T) = sup,es s(f,T) et 
que f est Riemann intégrable. 


Exemple 1.3. Soit f : [a,b] — R constante sur Ja, b|, égale à c sur cet intervalle, f(a) et f(b) pouvant 
être différents de c. La fonction f est intégrable, avec 


[2 SG) dt = (b— a) c. 

Soit en effet o = (ti)o<ién € S. On a 

S(f,o) = max(f(a), c) (æ1 — a) + DES (æi4a — mi) c+ max(f(b), c) (b— zh), 

= max(f(a), c) (a — a) + (ami — 1) e+ max(/(b), o) (b- 1), 

s(f,o) = min(f(a),c) (x1 — a) + (æn-1 — 21) c+ min(f(b),c) (b — xh-_1). 

Donc 
S(f,o) =#(f,6) < |f(a) — c| (æi — a) + |f(b) — cl (b— 2-1). 
Ainsi, pour € > 0, et pour & € $ de pas inférieur à € on a 
S(F,0) — s(f,o) <emax(|f(a) — cl,|f(b) — cl), 
Ce qui prouve que f est intégrable sur [a, b]. De plus, pour toute & € S, on a 
s(f,9) £(b—a)c< S(f,o). 


D'où 


JE (6) dt = supses 5(f,T) = infres S(f,T) = (b— a)c. 


1.6. Quelques grandes classes de fonctions intégrables 

On présente trois grandes classes de fonctions intégrables au sens de Riemann. Les démonstrations 
d’intégrabilité reposent principalement sur le critère énoncé au théorème 1.5. 

1.6.1. Les fonctions en escalier 


Définition 5. Soit f : [a,b] — R. On dit que f est en escalier, s’il existe une subdivision © = (ai)1<i<n 
de [a, b] telle que, pour tout i € {1,...,n}, f soit constante sur chacun des intervalles ]a;_1, a]. 


Remarque 2. On ne dit rien, dans cette définition, de la valeur de f aux points a;, (0 <i< n). 
Soit f : [a,b] — R en escalier. On dit qu’une subdivision © = (a;)1<;<n est adaptée à f si f est constante 
sur chacun des intervalles ]a;_1,a;[. On a alors 


Théorème 1.6. Toute fonction f : [a,b] — R en escalier est intégrable sur [a, b]. Si de plus o = (a;)o<i<n 
est une subdivision de [a, b] adaptée à f, avec fja,_, a, = y (0 <i<n),ona 


b 
La ft) dt = ne (a; — &j-1) Vi. 
Ce théorème, qui peut être démontré directement, sera démontré comme conséquence de la relation de 
Chasles (théorème 3.1) et de l'exemple 1.3. 
1.6.2. Les fonctions monotones 
Théorème 1.7. Toute fonction f : [a,b] — R monotone est intégrable sur [a, b]. 


Preuve.- On supposera par exemple f croissante sur Z. On considère un entier n > Let o, = (ti n)o<i<n 
la subdivision de pas régulier h, = (b—a)/n. La fonction f étant croissante, on a pour tout à € 
{1,...,n—1} 

Min = SUP J(E) = inf F(E) = MiHisn- 


ÉElri-inTin] ÉElrinTiti,n] 
D'où, en remarquant que f(b) = SUPEe [an 1 nn] (8) et f(a) = MN ÈE PO TJ), 
S(F,9n) — S(F,0n) = hn (Din Min — ii Min) ; 
= ln (FE) + D Min = Da Min — f(a)) ; 
= hn (f() — f(a)) = (b— a) (f(b) — f(a)) /n. 


) 
Pour tout € > 0, le choix de n < €/((b — a) (f(b) — f(a))), donne o, telle que S(f,on) — s(f,on) < €. 
Ainsi f est Riemann intégrable. 


1.6.3. Les fonctions continues 
Théorème 1.8. Toute fonction f : [a,b] — R continue est intégrable sur [a, b]. 


Preuve.- La fonction f étant continue sur le compact [a, b] est uniformément continue. Soit € > 0. Il 
existe 7 > 0 tel que 

Viay)ela®#", r-y<n—|f(x)-f(l<e. 
Soit o = (æi)o<i<n € S, de pas inférieur à 7. On a 

VE Ulis V(x,y) € [ri a”, H=4l< 4: 
D'où 

2 
V(æ,y) € fmi1,xil, |f(x) — FUI < €. 

Puis, avec des notations déjà utilisées, 


M; — mi = [M En mil < SUPxE fr; 1,74] f(x) En INfre[x;_1 ri] f(y) < €. 


Il vient donc 
San) = she) = = a) OU mi) <eb—a). 


Ainsi, f est intégrable sur [a, b]. 


2. Les sommes de Riemann 


2.1. Définitions 


Définitions 6. 

i. Une subdivision pointée (o,T) de l'intervalle [a, b] est la donnée d’une subdivision o = (ti)o<i<n de 
(a, b] et d’une suite finie T = (t;)1<i<n de points de [a, b] vérifiant xi_1 <t; < x; pour 1 <i<n. 

ii. On appelle pas de la subdivision pointée (6,T), le pas de la subdivision 0. 


On notera Sp ([a, b]) l'ensemble des subdivisions pointées de l'intervalle [a, b] ou simplement Sp quand il 
n’y à pas de confusion possible sur l'intervalle considéré. 


Définition 7. Soit [a,b], f : [a,b] — R et (o,T), o = (ti)o<i<n, T = (ti)1<i<n une subdivision pointée 
de [a,b]. La somme 


R(F,0,7) := Daft — mi-1)f(ti) 


est la somme de Riemann relative à la fonction f à la subdivision pointée (o,T). 


Souvent, on omet dans la notation des sommes de Riemann de préciser explicitement la dépendance 
vis-à-vis de la famille 7. On note 


R(F,o) := (ai — mi 1)f (6) 


On dit alors simplement que R(f,0) est une somme de Riemann relative à la subdivision o. 


2.2. Critère d’intégrabilité (par les sommes de Riemann) 


On dispose de la propriété suivante : 


Lemme 2.1. Soit f : [a,b] — R intégrable sur l'intervalle [a, b]. Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que 
Vo es, (6(o) <n—0< S(f,9)- fa fat < €) 
(Resp. Vo € S. (6(o)<n—0< Je f(Dat- s(f,0) <e) ). 


Preuve.- On note I = | À f(t) dt. On effectue la démonstration pour les sommes de Darboux supérieures, 
celle pour les sommes inférieures étant analogue. 
Soit € > 0. D’après le critère d’intégrabilité 1.5, il existe o0 = (ag)o<k<m € $ (qui sera fixée jusqu’à 
la fin de la démonstration) telle que S(f,00) — s(f,o0) < e/2. Comme s(f,00) < 1 < S(f,0), on a en 
particulier 

0 < S(f, 0) — LT < e/2. 


Soit alors o € S telle que 
Ê(o) < mini<p<n (ax — ak-1). 


Avec cette condition, pour tout k& € {1,...,n}, il existe un point (au moins) de & dans chaque intervalle 
[ax_1,ax]. On définit, pour tout k € {1,...,n—1} 


ty = max {x € ox < ax} yr = min{rEe or > ax}. 


(Les points x et yx sont les points de © les plus proches de az et sont deux poins consécutifs de 0.) 
On remarque, de plus, que zx < yx, pour tout k € {2,...,n—1}. 
Posons enfin o’ = o U &0. Comme o”’ est plus fine que &0, on à 


O<S(f,o')-I<e/2. 


Il reste à comparer S(f,0') et S(f,o) (On sait déjà que S(f, 0’) < S(f,o), puisque o’ est plus fine que 
a). Comme 0’ ne diffère de & que par l’ajout des points ax (1 < k <m— 1), il vient 


S(f,0) — S(f,0') = DE (ue — ve) Mi — DT (ar — 2x) M! — DT (uk — ax) M!, 


avec 
M; = SUPEC rs y] J (£) ; M; _ SUPectxs, ax] à (6) ; M} — SUPE Car ,yr] £ (6) ; 


D'où 
S(f,o)- (fo) = DE (ar — tr) (Mi — M!) — DS (ur — ax) (Mi - M), 
< 23 (ax 2x) M +2) (uk — &x) M, 


où l’on a posé : M = 1+supeep y |f (6)|. 
On a donc 
S(f,0) — S(f,0') <2M DRE (ue — &x) < 2M(m — 1) (0). 


En supposant 0 (o) < €/(4Mm)), il vient 
S(f,a) < SF, o) — S(f, o°) + S(F, 0°) —Î<e/2+e/2=e. 


Ainsi, pour € > 0, le choix de 7 < min (mini<g<n (ax — ax-1),€/ (4Mm)) assure que 


Vo es, (6 (0) <= 0<$(f,0)- f{ f(b dt <e) | 
On en déduit le : 


Théorème 2.2. Soit f : [a,b] — R intégrable sur l'intervalle [a, b] alors 


(Ve > 0) Bn>0) Vonesr), (6(o)<n— Ro) - fé SD al <e). 


Preuve.- En effet, on a : V(o,r) € Sp, s(f,o) < R(f,0,7) < S(f,0). Soit € > 0, d’après le lemme 2.1, 
il existe 7 > 0 tel que, pour tout o € S avec Ô (a) < 7 


O<I—-s(f,o)<E O<S(f,o)—-1<eEe. 


Alors 


—€ < 5(f,0)-1<R(f,o,T)—-1< S(f,o) —-I <E, (pour toute famille 7). 


Ce théorème possède le corollaire suivant (preuve immédiate) qu’on utilisera en fait le plus souvent : 


Corollaire 2.3. Soit f : [a,b] — R intégrable sur l'intervalle [a,b]. Soit (an,Tn),en une suite de 
subdivisions pointées de [a, b] telle que limh_+4 0 (on) = 0. 
Alors limy_+5R(f,On:Tn) existe et 


lim-+ooR(f,0n:Tn) = [? f(É) dé. 
Théorème 2.4. (Réciproque au théorème 2.2).- Soit f : [a,b] — R et T un nombre réel tels que 


(Ve > 0) (An > 0) (V(o;T)E Sp) (ô(o)<n— |R(f,0,T)—-1|<E). 


Alors f est intégrable au sens de Riemann et [ f() dt = I. 
Preuve.- Soit € > 0. Il existe 7 > 0 tel que 
V(o,Tr)Ee Sp, (O(o) <n— |R(f,0,7T) — I] <e/4). 
Et donc tel que 
V(o,r)€e Sp, V(o',T')Ee Sp, 
(ô(o) <net ô(o') <n— [R(f,0,T) - R(f,0',T')| <e/2). 


Choisissons o = (ti)o<i<n € S de pas inférieur à 7 (par exemple, o peut être une subdivision régulière). 
D'après la définition de l’inf (resp. du sup), pour tout à € {1,...n}, il existe t; € [ri_1,2:] (resp. 
A € (i:%)) tel que 

€ 
4(b— a)’ 


< f() < Mi(f,o)). 


mi(f,o) < f(ti) < mi(F,o) + 


(resp. M;(f,o) — TE 


On pose 7 — (tilicien et T/ = (icicn- On a 


E nm 


>, (tr — Tk_1) < 


R(P,9,7) — 8,0) = À (ee — 21) (SE) mi( 0) < D 


s 
Il 
un 
& Im 


De même 


S{f,o) — R(f,a,r') <e/4. 
D'où 


S(F,0) — s(f,o) = S(f,a) — R(f,0,7") +|R(f,a,r") — R(f,0,T)| + R(f,o,T) — s(f,o) 
<ef4+ef2+e/4=e. 


Ainsi, le critère du théorème 1.5 est satisfait. 


3. Propriétés algébriques de l’intégrale de Riemann 


Dans ce paragraphe, les théorèmes 3.1 et 3.2 sont démontrés à l’aide du du théorème 1.5. On laisse au 
lecteur le soin d’en établir des démonstrations d’ailleurs plus brèves à l’aide du théorème 2.4. 


3.1. Relation de Chasles. 


Théorème 3.1. Soit (a,b,c) € R° avec a <c<bet f : [a,b] — R. Sont équivalentes 
i. La fonction f est intégrable sur [a, b|, 

ii. la fonction f est intégrable sur [a, c] et [c, b]. 

De plus, si à. ou it. est réalisé, on à 


[9 FE) dt = JS FE) dt + [? f(E) dt. (3.1) 
Preuve 
[i = ti] Soit f : [a,b] — R intégrable, c € [a b]. Soit € > 0. Il existe o € $ [a, b] telle que 
S(f,o) — s(f,o) <e. (3.2) 


On peut supposer, quitte à l’ajouter, que c € 6. (La relation (3.2) reste a fortiori vraie). La subdvision 
o s'écrit alors o = o1 U o2 de manière unique, où 01 € S$ [a,c] et o2 € S[c,b]. On a s(f,o) = s(f,o1) + 


s(f,o2) et S(f,o) = S(f,01) + S(f,02) et 
S(,9)— s(f,0) = (S(f,o1) — s(f,o1)) + (S(f,02) — s(f,02)). 


D'où, pour à = 1 et i = 2, S(f,o1) — s(f,o1) < €. Ainsi f est intégrable sur [a, c] et sur [c, b]. 

[ii = i] : Soit f : [a,b] — Ret c € [a,b]. On suppose f intégrable sur [a,c] et sur [c,b]. La fonction f 
est bornée sur [a, b] ce qui rend légitime la question d’intégrabilité. Soit £ > 0. Il existe o1 € S fa, c] et 
02 € S[c,b]. telles que 


S(f,o1) — s(f,o1) <E/2, S(f,o2) — s(f,o2) < e/2. 


La subdivision o = 01 Ua2 de [a, b] (formée des points de o1 et o2 rangés dans l’ordre croissant, c étant 
écrit une seule fois) vérifie alors 


S(,9)— s(f,0) = (S(f,01) — s(f,01)) + (S(F,02) — s(f,02)) <e. 


Ainsi f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b]. 

Pour prouver la relation (3.1), on considère une suite (oin;Tin), (TeSp. (o2n; T2n),) de subdivisions 
pointées de {a, c] (resp. de [c, b]) de pas tendant vers 0. Alors (o»,Tn), = (Oi,n U O2,n; Tin UT2n), COn- 
stitue une suite de subdivisions pointées de [a, b] de pas tendant vers 0, avec R(f, on, Tn) = R(f,O1n: Tin)+ 


R(f,02mn; Tan). Le corollaire 2.3 entraine l'existence des limites écrites ci dessous et la relation : 


lmy-+oo R(f,On;Tn) = [? f(t) dé = lim +0 R(f, in Tin) + liMn-too R(, Can, Tan) 
= [9 ft) dt + [° f(6) dt. 


Exemple.- On démontre ici le théorème 1.6. Soit f : [a,b] — R une fonction en escalier et o = 
(ai)i<in € S une subdivision adaptée à f, avec flla, a;,11 = Yi (0 Li<n). 

D'après l'exemple 1.3 la fonction f est intégrable sur [a;_1, a;] pour tout 4 € {1,...n} avec le f(é) dt — 
(a; — aj-1) y. Une récurrence (finie) simple à partir du théorème 3.1 montre que f est intégrable sur 
[a, b] avec 


SPF) dt = D JE FC dé = Ds (ai — ai-1) w. 


3.2. Linéarité de l'intégrale. Autres propriétés algébriques. 


Théorème 3.2. L'ensemble I ([a,b] ,R) des fonctions intégrables au sens de Riemann est un R espace 
vectoriel. 
On a, en particulier, pour tout (f,g) € I([a,b],R)° et V(À,u) € R?, 


Ja UF + ug(0)) dt = à Ja FD dt + a Ja go dr. (3.3) 
Autrement dit, l'application T([a,b],R)—R, f- 4 f(t) dt est une forme linéaire. 


Preuve.- Il suffit de prouver que Z([a,b],R) est un sous espace vectoriel de B ([a,b],R). L'ensemble 
T([a, b] ,R) est non vide. Avec les notations de l'égalité (3.3), posons À := \f+yug et M = max(1, A}, [ul). 
Soit € > 0. Il existe o € S telle que 


S(f,o)—s(f,o) <e/(2M), S(g,a)— s(g,o) <e/(2M). 
Remarquons que (les notations sont celles de la définition 3) 


Vief{l,...,n}, M(h,o)-m;(h,o) 
< JAI (M Cf, o) — mi (f,o)) + lul (M (g, o) — mi (g,o)). 
D'où 


S(h,o)—s(h,o) < IN (S(F, 06) — s(f,o)) + lui (S(g,o) — s(g,0)), 
<A|e/(2M) + lule/(2M) < €. 


Ainsi À est intégrable. On prouve alors légalité (3.3) à l’aide d’une suite de subdivisions de pas tendant 
vers 0 (corollaire 2.3). 


Corollaire 3.3. Soit f € I([a.b] ,R) et g : [a,b] — R ne différant de f qu'en un nombre fini de points. 
Alors g est intégrable et [2 Jde 1° g(t) dt. 


Preuve.- En effet, la fonction À :— g— f est en escalier (nulle sauf en un nombre fini de points). D’après 
le théorème 1.6, elle est intégrable, d’intégrale nulle. Le théorème 3.2 entraine alors que g est intégrable, 
avec 


JS 96) dé = [9 F(6) dt + [A h(E) dé = [9 F(6) dt. 
Théorème 3.4. Soit (f,g) € I([a,b],R)° alors h := fg € I ([a,b],R). 


Preuve 
i. On commence par supposer f et g à valeurs positives. Soit o = (xi),c;2, € $S. Pour tout (x,y) € 


[ri_1, vi] (1<i<n)ona 


Rx) — h(y) = g(x) (f(x) — f(y)) + f(y) (g(x) — g(y)), 
< g(x) (Mi(f) — mi(f)) + (Mig) — mi(g)), 
< M (M;(F) — m(f) + Mi(g) — mi(g)). 


où M = max u SUPeeta.b] À (6) ; SUPecta,b] g(e)). Ainsi 


Mi(h) — nuifh) < M (Mi(f) — nu?) + Mi(g) — mi(g)) . 


Et 
S(o,h)—s(o,h) <M(S(0,f)—s(0,f))+M(S(0,g) —s(0,9)). 


Pour € > 0, il existe o’ € S telle que S(o’, f) — s(0’, f) < e/ (2M) et S(0’,g) — s(a',g) < e/ (2M). 
Ainsi 
S(a',h)—s(o',h)<e. 


La fonction h est donc intégrable. 


it. On suppose de nouveau f et g de signes quelconques. On pose 


M = max (supscta,s | (O1; Supeete.s 19(6)1) 


Les fonctions f1 = M — f et g1 = M — g s’écrivent comme différence de deux fonctions intégrables sur 
[a, b]. D’après le théorème 3.2, elles sont intégrables sur [a, b]. Comme fi et g1 sont de signe positif, leur 
produit est intégrable sur [a, b] d’après 4. Or 


h= fg=(M- fi) (M - gi) = M? - M fi — Mg + figi. 


Dans cette expression, la fonction x + M? est intégrable (c'est une constante) les fonctions M fi et Mg1 
le sont, d’après le théorème 3.2 : ainsi À est intégrable sur [a, b|. 


Les théorèmes 3.2 et 3.4 entrainent le : 


Corollaire 3.5. L'ensemble I ([a, b] ,R) est une R-algèbre. 


4. Inégalités et égalités 
4.1. Inégalités classiques 
Soient a et b deux réels tels que a < b. 


Proposition 4.1. (Positivité de l'intégrale). Soit f : [a,b] — R intégrable sur l'intervalle [a,b]. On 
suppose que Vx € [a,b], f(x) > 0. Alors Le f() dt > 0. 
Preuve.- Soit f comme dans l'énoncé. Pour toute à = (xi),.;2, € S on a, avec les notations de la 
définition 3, Co 

S(f,0) = Xiti — ti-1)M > 0. 


D'où f? f(t)dt = infoes S(f,0) > 0. 


Corollaire 4.2. Soit f,g : [a,b] — R intégrables sur l'intervalle [a, b]. On suppose que Vx € [a,b], f(x) < 
g() alors f? f(t) dt < [? g(t) dt. 


Preuve.- On applique la proposition 4.1 à la fonction g — f et on utilise la linéarité de l’intégrale. 


Corollaire 4.3. (Inégalité de la moyenne).- Soit f : [a,b] — R intégrable sur l'intervalle [a, b] et m et 
M tels que Vx € [a,b], m < f(x) < M. Alors 


m(b — a) < [? f(t) dt < M(b — a). 


Preuve.- On applique le corollaire 4.2 à la fonction constante égale à m et à f puis à f et à la fonction 
constante égale à A. 


Proposition 4.4. Soit f : [a,b] — R continue (donc intégrable) sur l'intervalle {[a,b] positive et non 
nulle en un point de [a,b]. Alors a f(é) dt > 0. 


Preuve.- Soit xo tel que f(xo) > 0. Comme f est continue, il existe un intervalle [c, d] (avec c < d), 
voisinage (resp. voisinage à droite, à gauche) de %9 si 20 € Ja, b[(resp. &o = a, 0 = b) tel que 


Vxelc,d, f(x) > f(xo)/2. 


(Appliquer la définition de la continuité avec € = f(x0)/2.) 


La fonction À en escalier définie par 
Væelc,d], h(x)= f(x)/2,  Vrelab]\fcd], h(x) =0 
vérifie À < f. La fonction h, étant en escalier, est intégrable, avec 


0. 
a 2 7 


En appliquant la proposition 4.2 aux fonctions h et f il vient 


[Fat > f'h(E dt > 0. 
Théorème 4.5. Soit f : [a,b] — R intégrable. Alors | f| est intégrable, avec 
b b 
La FO dt] < Ja LfI (0 dt. 
Preuve.- Soit o = (ti)oc;c, € 5. On a, pour tout à € {1,...n}, 


Mi(|fl,0) = max ([Mi(f,o)l,Imi(f,o)),  mu(lfl,o) = min (Mi(f,o)|,Imi(f,o)l). 


D'où 
Mi(LA1 0) — ma(lfl, 9) = IMC 0) — Imi(f, 0] < ME (F9) — mu(f, 0) 
= M;(f,o) — mi(f,o). 


Puis 

S{Ifl,o) — s(fl,o) < S(F,0) — s(f, 0). 
Le théorème 1.5 entraine l’intégrabilité de |f|. La majoration s'obtient à l’aide d’une suite (0,,7»), de 
subdivisions pointées de pas tendant vers 0 (corollaire 2.3) pour lesquelles on remarque que |R(f,0»,Tn)| < 
R(|F| on: Tn). 
4.2. Egalités de la moyenne 
On rappelle (cf. ci dessus) que pour f : [a,b] — R intégrable sur l’intervalle [a, b] et m et M tels que : 
Vz € [a,b, m< f(x) <M.ona 

m(b — a) < [? f(t) dt < M(b — a). 


Si f est continue, on peut préciser : 


Théorème 4.6. (Forme simple du premier théorème de la moyenne). Soit f : [a,b] — R intégrable 
continue sur l'intervalle [a, b] alors il existe c €]a, b| tel que 


[YF at = f(c)(b — a). 


Preuve.- En effet, f étant continue, on a f (la, b]) = [m, M] avec m = infecjay f (6) et M = supeepu f (6). 
L’inégalité de la moyenne entraine 


1 
b—a 


m < [SG dt < M. 


D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe alors c € [a, b] tel que f(c) = + f : f() dt. 


Théorème 4.7. (Premier théorème de la moyenne).- Soit f : [a,b] — R continue sur l'intervalle [a, b] 
et soit g : [a,b] — R intégrable et de signe constant sur l’intervalle [a, b]. Il existe c € [a, b] tel que 


La Fate) dt = F(o) [a g(t) dt. (4.1) 
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La Preuve s'inspire de celle du théorème 4.6. Supposons par exemple g positive. Avec les mêmes 
notations que ci-dessus, on a 


Véela,b],  mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t). 
En utilisant le corollaire 4.2 il vient 
m Jo ge) dé < [a (gt) dt < M [a gt) dé. 


Si d g(t) dt est nul, Fe f(t)g(t) dt l’est aussi et tout point c €Ja, b[ convient. Sinon, on pose [° g(t) dt — 


I > 0 et on remarque que m < + f “ fG)g(t) dt < M. On achève alors, à l’aide du théorème des valeurs 
intermédiaires, comme dans la preuve du théorème 4.6. 


On retrouve, d’ailleurs, le théorème 4.6 en faisant g = 1 dans 4.1. 


Il est intéressant de rapprocher les énoncés des deux théorèmes de la moyenne, bien que la preuve, assez 
délicate, du deuxième nécessite des outils vus ultérieurement. (Le lecteur vérifiera l’absence de cercle 
vicieux.) 

Voici un énoncé de ce deuxième théorème : 


Théorème 4.8. (Deuxième théorème de la moyenne).- Soit f : [a,b] — R positive et décroissante sur 
l'intervalle [a, b] et f : [a,b] — R intégrable sur l'intervalle {a, b]. Il existe c €]a, b| tel que 


[ F(6)g(6 dt = (a) fi g(6 dt. 


5. Applications : intégrales et primitives 


5.1. Extension de la notion d’intégrale 


Dans tout ce qui précéde, on considérait deux réels a et b tels que a < b. On propose ici les extensions 
suivantes : 

i. Si f est une fonction (à valeurs réelles) définie en un réel a on pose f* f(t) dt = 0. 

ü. Si a et b sont deux réels avec a > b et f définie un intervalle / contenant a et b. On dit que f est 
intégrable (entre a et b) si f est intégrable sur [b, a]. On pose alors 


J F(E) dé = — J'Y F(6) dt. 


On peut étendre, de manière cohérente, des résultats précédents notamment ceux portant sur les pro- 
priétés algébriques. Par exemple, la relation de Chasles s'étend en : 


Théorème 5.1. Soit (a, b,c) trois réels (rangés dans n'importe quel ordre) et 
f : [min(a, b, c), max(a, b,c)] —R 

intégrable. Alors es f(e) dt = [° f(E) dt + 4 f() dt. 

La preuve est laissée au lecteur. 


En revanche, il faut faire attention avec les résultats d’inégalités. Par exemple, le théorème 4.5 devient 
le suivant, lorsqu'on ne précise pas a < b : 


Théorème 5.2. Soit (a,b) € R? f : [min(a,b),max(a,b)] — R. intégrable. Alors |f| est intégrable. On 
a de plus 


LJ® F0 dl < [fa IF CO) a 
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5.2. Applications intégrales 


Soit ? un intervalle réel non réduit à un point. 


Définition 8. Une fonction f : I — R est dite localement intégrable sur I si elle est intégrable sur tout 
intervalle [a, b] inclus dans I. 


Exemple 5.1. Toute fonction f : 1 — R continue est localement intégrable sur 1. 


En effet, la fonction f est en particulier continue sur tout intervalle [a, b] inclus dans 7 : d’après le 
théorème 1.8, elle est intégrable sur [a, b]. 


Soit f : 1 — R localement intégrable et a € I. On dispose, avec l’extension du sens de l'intégrale donnée 
ci-dessus, de l’application 
F:I—R ze fi f(t) dt. 


Définition 9. L'application F est appelée une application intégrale de f. 


Proposition 5.3. Soit f : 1 — R localement intégrable sur 1 et a € I. L'application intégrale F : I —R 
définie par F(x) := f* f(t) dt possède les propriétés suivantes : 

i. la fonction F est continue sur I ; 

ii. Si f est continue sur [a, b] alors F est dérivable C! sur I avec F' = f. 


Preuve.- Soit x un point intérieur à Z et 7 > 0 tel que [x — n,x + n] € L. 
i. Par hypothèse, f est intégrable sur [x — 7,x + 7] donc bornée sur cet intervalle. Posons 


M —_ SUPEE fr 7,740] |f (6) : 


Soit À tel que |h| < 7. On a alors 
(+R) — Fa) = | D a < | [ET 1F 1 del < 1RI M. 


Ainsi, limp_0oF(x+h) = F(x), et F est continue en x. 
ü. Soit À 0 tel que [h] < 7. Comme f est continue sur J, le premier théorème de la moyenne entraine 
l’existence de cy € [x — |h],x +]|h|] tel que 
Fia+hi-#Fé). 1 J 
h _h 


+h 
» J(@dt=f(c). 
Comme f est continue, et que limy_0 € = #, on à lim_o f (en) = f (x). D'où 


im (F(x+h)—F(x)) /h= f(x). 
mn, (+R) — F(a))/h = f(x) 
Ainsi, Fest dérivable en x de dérivée f (x). 
Si x est un point frontière de Z (dans le cas ou cet intervalle est fermé ou semi fermé) on adapte les 
démonstrations précédentes pour montrer que f est continue (resp. dérivable) à droite, ou à gauche en 


x. Enfin, pour le üi. la fonction f étant supposée continue sur 1, la fonction F de dérivée f, est de classe 
CL 


5.3. Notion de primitive 


Soit ? un intervalle réel non réduit à un point. 
Définition 10. Soit f : I — R. Une primitive de f est une fonction g : I — R dérivable telle que 
Vzel, g'(x) = f(x). 


Proposition 5.4. Si f possède une primitive g sur 1 alors g possède une infinité de primitives qui sont 
les fonctions g + k où k est une constante réelle. 


Preuve.- En effet, si £ € R, on a (g+k) = g' = f. Ainsi la fonction g + k est bien une primitive de f. 
Réciproquement, g1 et g2 sont deux primitives de f alors À := g1 — g2 est de dérivée nulle sur l'intervalle 
I. La fonction À est donc constante sur J. 
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Corollaire 5.5. Soit (x0,yo) € I XR. et f : I — R possédant une primitive. Alors il existe une et une 
seule primitive F de f telle que F (x0) = Yo. 


En effet, g étant une quelconque primitive de f, la fonction 


IR xt g(x) —g(xo) +% 


convient et c’est la seule. 


Le paragraphe précédent donne un exemple d’existence de primitive : 
Proposition 5.6. Soit f : I — R continue. La fonction 
F(x) = [° f(t) dt 


est la primitive de f sur l'intervalle [a, b] (prenant la valeur 0 en à). 


En effet, d’après la proposition 5.3 F est de classe C! de dérivée f. 


5.4. Théorème fondamental 


On considère dans ce paragraphe de nouveau de f un intervalle compact de R. Enoncons le résultat 
suivant, parfois appelé théorème fondamental du calcul intégral : 


Théorème 5.7. Soit a et b deux réels et f : [min (a, b) ,max (a, b)] — R intégrable. Si f admet comme 
primitive F:{[a,b] —Rona 


[2 (6) dt = F(b) — F(a). 
Notation.- On pose LF (4) = F(b) — F(a). 


Preuve.- On suppose a < b, l’autre cas s’en déduisant immédiatement. 
i. Si on suppose f continue sur [a, b], le théorème est une conséquence de la proposition 5.6. 


ii. Dans le cas général, on va exprimer F(b) — F(a) à l’aide de sommes de Riemann. Soit (o»),en — 


((a?)0 ve a) . une suite de subdivisions de [a, b] telle que lim, 4% 8 (on) = 0. D’après le corollaire 
= ne 


2.3 on a lim, R(f,On Tn) = 1; f(t) dt, pour tout choix de 7, faisant de (o,,Th) une subdivision 
pointée de [a, b]. 

Le théorème de Rolle, appliqué à F continue et de dérivée f sur les intervalles de subdivisions [x%_,,æ?], 
entraine que 


VnenN, Vief{l,..,n}, Helzt.,zl, Fat) —F(xt) = ft) (2? - xt). 


Alors 


VnEN, F()-F(a)= > (F(a7)-F (af) = DES? (a? — 271) f (6) 
— R(F, On; Tu}; 
où l’on à posé, pour tout n, Ty = (EF iciem(n) 


Comme lims-+R(f, On: Tn) = F f() dé, il vient 
F(b)— F(a) = [? f(t) dt. 


5.5. Formule d'intégration par parties 
Soit a et b deux réels. 


Proposition 5.8. Soit f,g : [min (a,b) ,max(a,b)] — R dérivables et telles que f’ et g' soient intégrables 
sur [a, b] 
b ! b 74 
Ja F(6)g'(6 dé = f(b)g(b) — f(a)g(a) — f, F(6)g(t) dt 

Preuve.- Posons & — min(a,b), 8 — max(a,b). La fonction f (resp. g), continue, est intégrable sur 
[a, 5] ainsi que g’ (resp. f') par hypothèse. Alors la fonction fg' (resp. fg') est intégrable sur [a, 5], 
d’après le théorème 3.4. De plus, on a (fg) = f'g + fg'. Ainsi fg est une primitive de f’g + fg’. Le 
théorème 5.7 entraine que 


Sa O9 + (bat) dé = F(b)g(b) — F(a)g(a). 


On conclut en utilisant la linéarité de l'intégrale (théorème 3.2). 
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6. Cas des fonctions à valeurs complexes 


6.1. Définition 


On considède ici le cas des fonctions définies sur un intervalle réel Z (non réduit à un point) et à valeurs 
complexes. 
Soit f € B(1,C). On définit les fonctions R} et I; sur I par 


Vzel, Rj(x) = Re(f(x)), 1;(x) = Im(f(x)). 


Définition 11. Soit a et b deux réels et f : [min (ab) ,max (a, b)] — R.On dit que f est intégrable si les 
fonctions à valeurs réelles R; et 1; sont intégrables sur. On pose alors 


LC) dt = JYR; (C6) dt + à J'Y 15 (FCO) dt. 


6.2. Propriétés 
Les résultats des paragraphes précédents qui ne font pas intervenir de manière essentielle les propriétés 
particulières de R liées à l’ordre se transposent au cas envisagé ici. Ainsi, notamment : 


i. Les fonctions en escalier définies sur [a, b] à valeurs complexes (on laisse au lecteur le soin d'écrire la 
définition), les fonctions continues définies sur [a, b] sont intégrables sur [a, b]. 


ii. La caractérisation des fonctions intégrables par les sommes de Riemann (théorèmes 2.2 et 2.4) reste 
valide. 


ii. Les propriétés algébriques restent vraies : ainsi relation de Chasles reste valide, l’ensemble des 
fonctions intégrables sur [a, b] à valeurs complexes forme une C-algèbre. 


iv. La section << applications intégrales et primitives > > peut être transposée mutatis mutandis au cas 
complexe. (Les preuves des résultats peuvent nécessiter des adapations.) 

v. Enfin, la section << inégalités et égalités > > est largement spécifique au cas réel. Cependant, on dispose 
du résultat suivant : 


Théorème 6.1. Soit (a,b) € R? f : [min(a,b), max(a, b)] — C intégrable. Alors |f| est intégrable. On a 
de plus 


HCLUESIMOIE UE 
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Quelques 
PLC1-Mathématiques EQUATIONS FONCTIONNELLES 
Auteur : A. Delcroix Classiques 


1. Introduction : un problème difficile 


Les équations fonctionnelle figurent parmi les problèmes difficiles des mathématiques. On présente ci-dessous 
trois exemples classiques qui sont tous susceptibles de figurer dans un problème écrit ou dans un programme 
d’oral de concours : 


e équations fonctionnelle des fonctions logarithmes : f (xy) = f(x) + f(y), 
e équations fonctionnelle des fonctions exponentielles : f (x + y) = f(x) f(y), 


e équations fonctionnelle des fonctions puissances :  f (æy) = f(x) f(y), 


avec des hypothèses précisées dans le document. 


Aux difficultés de ce problème s’ajoute, pour un concours, le choix du niveau de l’exposé, ce qu’on illustre 
ci-dessous dans les cas des fonctions logarithmes et des fonctions exponentielles par trois énoncés successifs. 


e Le premier est du niveau d’un problème de recherche. Il est donné à titre culturel et pour mettre en 
exergue la difficulté du problème mathématique. 


e Le second repose sur des hypothèses trop fortes (dérivabilité supposée a priori) pour en faire un exposé 
riche. 


e Le troisième présente le compromis < <standard>>. 11 semble correspondre aux attentes du jury du CAPES 
externe. 


Pour chaque équation fonctionnelle on a présenté au moins deux démonstrations des résultats. 


e Les premières démonstrations reposent sur les propriétés de l'intégrale d’une fonction continue et plus 
précisement des applications intégrales du type x + fe f(t)jdt. Elles font appel essentiellement aux 
propriétés de la fonction que l’on traite : logarithme (resp. exponentielle), pour l’équation fonctionnelle 
du logarithme (resp. de l’exponentielle). C’est aussi le cas de la variante proposée dans le cas de 
l’exponentielle. 


e Les deuxièmes démonstrations utilisent la densité de Q dans R. 


e Les troisièmes démonstrations ramènent le problème à celui de l’étude d’une nouvelle équation fonction- 
nelle, la plus simple puisqu'elle caractérise les fonctions linéaires : 


f(x + y) = f(x) + f(y)  (f est supposée continue en un point) 


Le reproche qu’on pourra faire à ces deuxièmes démonstrations et de nécessiter en pré requis la fonc- 
tion exponentielle (resp. logarithme) pour traiter de l’équation fonctionnelle du logarithme(resp. de 
l’exponentielle). 


Il s’agit de présenter une des approches, celle avec laquelle on se sent le plus à l’aise, sans ignorer que d’autres 
sont possibles. Le lecteur n’oubliera pas également d’adapter les pré requis à l’approche qu’il développe. 


2. L’Equation fonctionnelle du logarithme 


2.1. Introduction : énoncé d’un problème général 
Un premier énoncé du problème serait : 


Problème 2.1. Déterminer les fonctions numériques f et (donc) leur ensemble de définition I qui vérifient 
V{x.y) € P, zyel, (2.1) 
V(a,y) € 1°, f(xy) = f(x) + f(y) (2-2) 
Enoncé ainsi, le problème est correct mais très difficile puisque qu’on n’impose aucune régularité a priori sur 
la fonction f et l’ensemble 1. 


On peut donc imposer à l’ensemble 7 d’être un intervalle (d'intérieur non vide), ou une réunion d’intervalles. 
Il faut alors caractériser les intervalles réels vérifiant la propriété (2.1). Par exemple, les intervalles ]—-a, a[ ou 
[-a, a] avec 0 < à < 1 conviennent. En revanche, si ? contient un point x > 1 alors 7 contient la demi-droite 
[r, +oo[, puisque les termes de la suite (x"),>1, non bornée, habitent 1. 

Ceci justifie amplement de choisir a priori 1 =]0, +oo. 


2.2. Un problème restreint 


Le problème suivant qui repose sur une hypothèse de dérivabilité de la fonction satisfaisant l'équation fonc- 
tionnelle est ici pour mettre en place un premier exemple simple. Cette formulation est cependant trop limitée 
pour faire une leçon riche d’oral de CAPES externe. 


Problème 2.2. Déterminer les fonctions numériques f définies et dérivables sur ]0, +co{ telles que 
Vx, y) €10, +00, f(xy) = f(x) + f(y). (2:3) 
Remarque.- Cette relation fonctionnelle impose f(1) = 0. 


En effet, pour x = y = 1, on a f(1) = 2f(1). D'où le résultat. 


Lemme 2.3. Si la fonction f n’est pas la fonction nulle, alors la fonction f ne peut être prolongée en 0 (1.e. 
en une fonction vérifiant l'équation fonctionnelle sur [0, +). 
Preuve.- On démontre la contraposée : supposons f prolongeable en 0. Alors d’après la relation fonctionnelle 
(2.3) appliquée pour y — 0, on a 

Vx €]0,+oo[,  f(0) = f(x) + (0). 
D'où : Vx €]0,+oo[ f(x) = 0. 


Remarque.- Ce lemme justifie a posteriori le choix de 7 =]0, +oo!. 


Théorème 2.4. Une fonction numérique f définie et dérivable sur ]0,+co[ vérifie l'équation fonctionnelle 
(2.3) si, et seulement si, il existe k, constante réelle, telle que 

Vx €]0,+00[, f(x) =klnz, (2.4) 
autrement dit f est soit la fonction nulle, soit une fonction logarithme. 
Preuve. 
i. En raison des propriétés de la fonction logarithme, une fonction vérifiant l'égalité (2.4) satisfait clairement 
la relation fonctionnelle (2.3). 
ii. Réciproquement, soit f satisfaisant la relation fonctionnelle (2.3). On a alors, en dérivant cette relation par 


rapport à y, : | 
Va €]0, +oof, Vy €]0, +ool, x f (xy) = f (y). 


D'où, en particulier, pour y = 1, 
Vx €]0,+o0[, zf'(x) = f'(1). 
Alors : 


esif'(1)=0,ona: Vx€e]l0,+o{, f(x) = f(1) = 0 (d’après la remarque initiale sur f(1)) ; 
e si f'(1) £ 0, il vient 


Væ €]0,+o0[, f(x) — f(1) = f(x) = f'(1) J aroa = f'()mz. 


D'où la conclusion avec k = f(1). 


2.3. Un problème raisonnablement ambitieux 


Le problème précédent suppose a priori une régularité assez forte de la fonction f cherchée : on peut prendre 
des hypothèses plus faibles, qui conduisent à des raisonnements d’analyse plus subtils. Nous donnons deux 
démonstrations, d’esprits sensiblement différents. 

Il faudra donc penser à adapter les pré-requis en fonction de la démonstration choisie. 


2.3.1. Notion requises (les pré-requis des oraux du CAPES) 


On suppose acquises les notions suivantes. 


e Notions sur l’étude des fonctions : limite, continuité dérivablité. 


e Intégrale des fonctions continues. Régularité de l’application intégrale x jf? f(t) dt (pour la première 
démonstration du théorème 2.6). 


e Les fonctions logarithmes : étude, propriétés de base. 
e La fonction exponentielle : propriétés de base, la fonction In est réciproque de la fonction exponentielle 
(pour la deuxième démonstration du théorème 2.6). 
2.3.2. Le problème et le résultat 


Problème 2.5. Déterminer les fonctions numériques f définies sur ]0, +oo[ et continues en au moins un point 
de T telles que : 

V(x,y) €]0, +o0f",  f(xy) = f(x) + f(y). (2.5) 
La caractérisation est la même que sous les hypothèses fortes. 


Théorème 2.6. Une fonction numérique f définie sur ]0,+oco[ continue en au moins un point de ]0, + 
vérifie l'équation fonctionnelle (2.5) si et seulement si il existe k, constante réelle, telle que 


Vx €]0,+o0[, f(x) =klnx. 


2.4. Démonstrations du théorème 2.6 


2.4.1. Une première démonstration (utilisant les propriétés de l’intégrale d’une fonction con- 
tinue) 


La fonction nulle et les fonctions logarithmes vérifiant clairement l’équation fonctionnelle, il reste à montrer 
que la condition est nécessaire. 

On procède en trois étapes, en remarquant tout d’abord comme ci-dessus que l’équation fonctionnelle (2.5) 
impose f(1) — 0. 


La fonction f est continue sur ]0,+oco!. 
Soit xo un point de ]0,+c0[ où la fonction f est continue. Soit x €]0,+co[ quelconque et À un réel tel que 
z+he]0,+oof. On a 


fœ+h)= f(x +h/x)) = f((x/t0)( + h/x)x0) = f(x/0) + f((1 + h/x)xo) . 


La fonction k + (1+h/x)x0, définie sur un voisinage de x, est continue en h — 0 et prend en ce point la 
valeur +9. Comme la fonction f est continue en 7 on a par composition limy_,0 f((1+h/x)xo) = f(xo). D'où 
enfin, limn=o f(x +h) = f(x/xo) + f(xo) = f(x). 


La fonction f est dérivable sur ]0,+ocol. 
En intégrant l'équation fonctionnelle (2.5) par rapport à y, il vient 


V(x,y) € J0, +0, A f(xt)dt = f(x)(y — 1) +f f(é)dé. 


D'où, en effectuant le changement de variables u = xt dans la première intégrale, 


Vu) € +of, (1/0)  flu)du = fo) = 2) + | ft. 


On fixe désormais y différent de 1 et on pose a — 1 f{t)dt. On à donc l'égalité 


Vx E ]0,+oo[,  (y—1)f(x) = (1/x) [ f(u)du — a. (2.6) 


Les fonctions x + 1/x et xr [%* f(u)du sont dérivables sur ]0,+o0{, cette dernière comme < fonction des 
bornes >>», puisque f est continue sur ]0, +oco[. La fonction f est donc dérivable sur ]0, +oof. 


La fonction f est soit la fonction nulle, soit une fonction logarithme 
Première méthode.- On procède comme pour la preuve du théorème 2.4. 


Deuxième méthode.- On poursuit à l’aide de la relation intégrale (2.6) ci-dessus. Cette relation s’écrit 
où Fest une primitive de f. En dérivant, il vient (on rappelle que y est fixé!) 


Vr€]0,+00[, (y—1)2f"(x) +(y—1)f(x) = yf(xy) — f(x) — a = (y —1)f(x) + yf(y) — a. 


On en déduit 


En posant k — (yf(y) — æ)/(y — 1), on obtient l'équation 
Vx € ]0,+00[, f'(x) =k/x. 
e Sik=0,ona:Vx€l0,+o|, f(x) = f(1) = 0 (d’après la remarque initiale sur f(1)). 
e Sik 0, il vient 
Vx E]0,+00[, f(x) — f(1) = f(x) = k f ayoa = kln(x). 


D'où le résultat. 


2.4.2. Une deuxième démonstration, utilisant l’équation fonctionelle f(x + y) = f(x) + f(y)) 
Cette démonstration du théorème 2.6 commence comme celle développée ci dessus : 
e on remarque d’abord que les fonctions logarithmes vérifient l’équation fonctionnelle (2.5). 


e il reste à montrer que la condition est nécessaire. 


Soit donc f définie sur R° , continue en un point de R* et vérifiant l’équation fonctionnelle (2.5). 
La fonction f est continue sur ]0,+o0[. Voir la démonstration ci-dessus. 


La fonction g := f o exp satisfait l’équation fonctionnelle g(x + y) = g(x) + g(y). 


Lemme 2.7. Soit f définie, continue sur R* et vérifiant l'équation fonctionnelle 2.5. Alors la fonction g := 
f oc exp est définie, continue sur R et satisfait l'équation fonctionnelle 


g(x + y) = g(x) + g(y). 


Preuve. 

La fonction exp, définie sur R, est à valeurs strictement positives ce qui assure la définition de la fonction f. 
De plus la fonction exp est continue sur R. D’après le théorème de composition, g est continue sur R. 

Pour tout (x,y) € R?on a 


g(x + y) Fexp(x+y)), 
—  f(exp(x)exp(y)) (Propriété fonctionelle de l’exponentielle), 
—  f(exp(x)) f (exp(y)) (Propriété fonctionelle de f), 


Lemme 2.8. Soit g définie sur R, continue en un point de R. Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 
1. g satisfait l'équation fonctionnelle 
gx +y) = gx) + g(v), (2.7) 


2. il existe k ER tel que 
VER, g(x) = kx. 


Autrement dit, les applications continues (en au moins un point) satisfaisant l'équation fonctionnelle (2.7) sont 
les applications linéaires. 


Première preuve du lemme 2.8.- Elle repose notamment sur la densité de Q dans R. 


i. On a nécessairement g(0) = 0. 
En effet, g(0) = g(0) + g(0) = 2g(0). D'où g(0) = 0. 
it. Pour tout n € N, on a g(n) = ng(x). 
On procède par récurrence, le pas initial étant le 4. ci-dessus. Soit alors n > 0 et on suppose que g(n) = ng(x). 
On a 
g((n+1)x) = g((n+1)x) = g(nx) + g(x) = ng(x) + g(x) = (n+1)g(x). 


ii. Pour tout n € Z, on à g(n) = ng(x). 
En effet de manière plus générale on a 


VyeR, g(-y) = —g{y), 
puisque g(0) = g(y + (—y)) = g(y) + g(—-y). D'où, en particulier, pour n € N, 
g(-nx) = —g(nx) = —ng(x). 


iv. Pour tout r € Q, on a g(r) = rg(1). 
En effet, soit r — p/q € Q, avec pe Zet qe N'. On a 


a. g(p/q) = pg(1/9);  b. gg(1/a) = g(). 


D'où g(1/q) = (1/9) g(1) puis g(p/q) = (p/9) g(1) = rg(). 
v. La fonction g est continue en tout point de R. 
En effet, soit ro en lequel g est continue. On a, pour (x,h) € R?, 


g(x+h)=g((x 2x0) + (ro +h)) = g(x-— 2x0) + g (ro +h). 


Comme lim_o 9 (to + À) = 9 (&o), il vient limy_0 g (x + h) = g(x — xo) +9 (xo) = g(x). Aïnsi g est continue 
en æ. 
vi. On a, pour tout æ ER, g(x) = xg(1). 


Soit en effet une suite (r1),,-9 de rationnels tendant vers x. On a 


VnEN, g(rn) = Tag(1). 


On à, par hypothèse, lim,_,14 n9(1) = æg(1). Comme g est continue en x on a lim, _, 1% g(rn) = g(x). Ainsi 
g(x) = xg(1). On pose k = g(1). 


On peut maintenant achever la démonstration du théorème 2.6. D’après le lemme 2.7, g = f o exp satisfait 
l'équation fonctionnelle 2.7. D’après le lemme 2.8, il existe k € R tel que 


V&xeR, kx= foexp(x). 


Soit k est nul et f est nulle (ceci découlant de la surjectivité de exp). Soit k est non nul. Alors (1/k)f est la 
fonction réciproque de exp. Ainsi 


VxeR, f(x) = kln(x). 


Remarques 
1. Dans cette approche on utilise la fonction exponentielle pour étudier l’équation fonctionnelle de la fonction 
logarithme. Ceci peut être considéré comme un défaut. Au minimum, il faut préciser ce point en pré requis. 


2. Dans l’organisation des démonstrations, on peut dans un exposé d’oral démontrer la continuité de f. La 
fonction g — f o exp est alors continue, ce qui permet de démontrer une variante simplifiée du lemme 2.8 dans 
laquelle on fait l'hypothèse de continuité de g sur R. On fait ainsi l’économie du point v de la preuve de ce 
lemme. 


3. Le passage du point v. au point vi. dans la démonstration du lemme 2.8 constitue un cas particulier d’une 
propriété plus générale, démontrée plus loin pour l’équation fonctionnelle de l’exponentielle : soit & et Ÿ deux 
fonctions définies et continues sur le même intervalle 7 de R. Si les restrictions à QN 7 de ÿ et de 4 sont égales, 
alors 4 et 4 sont égales. 


4. On peut donner une démonstration plus brève du lemme 2.8 basée sur des arguments similaires à ceux de la 
première démonstration du théorème 2.6, c’est-à-dire utilisant notamment les propriétés de l’intégrale d’une 
fonction continue. On donne cette preuve ci-dessous. 


Deuxième preuve du lemme 2.8 
On démontre d’abord, comme en v. ci-dessus que g est continue sur R. 
En intégrant alors l’équation fonctionnelle (2.7) par rapport à y il vient 


Vxz ER, fo +t)dt = yg(x) + f'owxr. 


D'où, en effectuant le changement de variable u = x +t dans la première intégrale 


y T+y 
VzxeR, yg(x) = | soat— g(u)du. 


En fixant y, par exemple y = 1, il vient 


ill x+1 
VxeR, g(x) - | dat | g(u)du. (2.8) 
0 0 
La fonction x + 17: g(u)du est dérivable puisque g est continue. Ainsi g est dérivable sur R. 
En dérivant l’équation fonctionnelle 2.7 par rapport à y, il vient 
VzER, g(x+y)= (y). 
En faisant y — 0 dans l'égalité ci dessus, on a: Vx ER, g'(x) — g'(0). Ainsi g est constante : il existe 


(k,c) € R? tel que 
VER, g(x)=kx+c. 


Comme g(0) — 0, on a c—0 et finalement : VxeR, g(x) = kx. 


3. L’Equation fonctionnelle de l’exponentielle 


On présente, comme pour le logarithme, le problème en trois étapes : sa formulation générale, un problème 
restreint et enfin un problème raisonnable dans le cadre d’une leçon de CAPES. 
3.1. Le problème général 


On peut énoncer le problème ainsi : 
Problème 3.1. Déterminer les fonctions numériques f (et donc leur ensemble de définition 1) qui vérifient 


V{x,y) € Pl, zx+yel, (3.1) 
V(a,y) € 1°, f(x+y) = f(x)f(y). 
Le problème ainsi énoncé est très général, puisque l’on impose aucune régularité sur l’ensemble 7 et sur la 


fonction f et dépasse le cadre d’une leçon d’oral du CAPES. Le corps R étant (en particulier !) stable par 
l’addition, on se contentera de chercher les fonctions définies sur R vérifiant l’équation fonctionnelle (3.2). 


3.2. Un problème restreint 


On cherche les fonctions dérivables sur R vérifiant l'équation fonctionnelle (3.2). On dispose alors du résultat : 


Théorème 3.2. Une fonction numérique f définie et dérivable sur R vérifie l'équation fonctionnelle (3.2) sur 
R si et seulement si l’une des deux assertions suivantes est vraie : 

1. f est la fonction nulle ; 

2. il existe a, constante réelle positive telle que : Vx ER, f(x) = a. 


Preuve.- On remarque d’abord la fonction nulle et les fonctions exponentielles de base quelconque vérifient 
l’équation fonctionnelle (3.2). Il reste donc à vérifier que la condition est nécessaire. 


Soit donc f définie et dérivable sur sur R et vérifiant (3.2). 


1. Si f s'annule en un point alors f est la fonction nulle. 
Supposons en effet qu’il existe x tel que f(xo) = 0. Soit alors x € R. On a, d’après l’équation fonctionnelle : 


f(x) = f(xo + x — to) = f(xo)f(x — xo) = 0. 


2. Si f ne s'annule pas, f est une fonction exponentielle. 
On suppose désormais que f ne s’annule pas sur R. Pour tout x ER, on a 


(x) = f(x/2+x/2) = f(x/2)f(x/2) > 0. 
Donc f est à valeurs strictement positives. En particulier l'équation fonctionnelle impose f(0) = (f(0))°. 
D'où, puisque f ne s’annule pas, f(0) = 1. 


En dérivant l’équation fonctionnelle par rapport à y il vient 


V(&y) ER, f(x+y) = f(x)f (y). 


En particulier pour y=0ona:VreR?, f'(x) = f(x)f'(0). 
La fonction f est donc solution de l’équation différentielle y’ — f'(0)y = 0. 
D'où 

VTER, f(x) = f(0)ef (Or. 


Comme f(0) = 1, il vient, en posant a = ef’ (0) > 0, 


VrER, f(a)=. 


Remarque. Si a est égal à 1, f est la fonction constante égale à 1 sur R. 


3.3. Un problème raisonablement général 


Cet énoncé est motivé par les mêmes raisons que pour les fonctions logarithmes : se donner un niveau de 
difficulté raisonnablement ambitieux, pour montrer une bonne maîtrise des raisonnements de base d’analyse. 


3.3.1. Notion requises (les Pré-requis des oraux du CAPES) 


On suppose acquises les notions suivantes. 


e Notions sur l’étude des fonctions : limite, continuité dérivablité. 


Intégrale des fonctions continues. Régularité de l’application intégrale x + f(t) dt. 


Les fonctions exponentielles de base a. 


Résolution de l’équation différentielle y — by — 0 (pour la première démonstration proposée). 


Propriété de densité de Q dans R (pour la troisième démonstration proposée). 


La fonction logarithme néperien : propriétés de base, la fonction In est réciproque de la fonction expo- 
nentielle (pour la deuxième démonstration du théorème 3.4). 
3.3.2. Le problème et le résultat 


Voici donc le problème posé : 


Problème 3.3. Déterminer les fonctions numériques f définies sur R et continues en au moins un point de R 


telles que 
° V&Y ER, f(e+y)= ff). (3.3) 


Comme pour le cas de l’équation fonctionnelle du logarithme, la caractérisation est la même que sous les 
hypothèses fortes. 


Théorème 3.4. Une fonction numérique f définie sur R continue en un point de R vérifie l’équation fonc- 
tionnelle (3.3) sur R si et seulement si l’une des deux assertions suivantes est vraie : 

1. f est la fonction nulle ; 

2. il existe a, constante réelle positive telle que: VxeR, f(x) = a*. 


3.4. Trois démonstrations du théorème 3.4 


3.4.1. Première démonstration (utilisant notamment les propriétés de l’intégrale d’une fonction 
continue et l’équation différentielle y — by = 0) 


Comme dans le théorème 3.2 on vérifie que la condition est nécessaire. On procède en quatre étapes. 


Si f s’annule en un point alors f est la fonction nulle. Voir preuve du théorème 3.2. 


On se place donc dans la suite dans le cas où f ne s’annule pas. Elle est alors à valeurs strictement positives 


et vérifie f(0) = 1. 


La fonction f est continue sur KR. 
Soit xo un point de R où la fonction f est continue. Soit x et h deux réels quelconques. On a 
fœ+h)= f(xo+h+z- 2x0) = f(ro +h)f(x — x). 
Comme la fonction f est continue en xo, on a limy_0 f(xo + h) = f(xo). D'où limp_o f(x +h) = f(xo) f(x — 


To) = f(x). 


Lorsque f ne s’annule pas f est dérivable sur R 
Comme f est continue sur R, on peut intégrer l'équation fonctionnelle (3.3) par rapport à y. Il vient 


V(x,y) € R?, [re +oa- re [ro 


D'où, en effectuant le changement de variables u = x +t dans la première intégrale, 


T+Yy y 
V(z,y) € R2, L f(u)du = f(x) ' far 


On fixe désormais y différent de 0 (par exemple y — 1) et on pose a — Pr t)dt, quantité strictement positive 
(comme intégrale d’une fonction continue strictement positive). Comme f “ continue sur R, elle possède des 
primitives de classe C! sur R. Si F désigne l’une d’entre elles, on a l'égalité 


VxeRr, af(x) = F(x+y)-F{(x), (3.4) 


qui prouve que f est elle même dérivable, comme somme de fonctions dérivables. 


Lorsque f ne s’annule pas, f est une fonction exponentielle 
Première méthode On est ramené au point 2. de la preuve du théorème 3.2. 


Deuxième méthode On poursuit le raisonnement ci-dessus : en dérivant l’expression (3.4), il vient 
VrER, af(x)= f(x+y) — f(x) = f(x)f(y) — f(x) = f(æ)[F(y) — 1]. 
Notons b = [f{(y) — 1]/a. L’équation différentielle vérifiée sur R par f s’écrit alors 


y! — by = 0. 


On en déduit Vx ER f(x) = f(0)e!*. Comme f(0) = 1, il vient, en posant a=e :VreR, f(x) = a”. 


3.4.2. Deuxième démonstration (utilisant la fonction In et l’équation fonctionnelle f(x + y) — 


(x) + F(y)) 


Comme dans les démonstrations ci-dessus, on vérifie que la condition est nécessaire. On procède comme ci- 
dessus pour montrer que si f s’annule en un point alors f est la fonction nulle. On se place donc dans la suite 
dans le cas où f ne s’annule pas. Elle est alors à valeurs strictement positives et vérifie f(0) = 1. 

On a alors : 


Lemme 3.5. Soit f définie, continue en un point de R et vérifiant l'équation fonctionnelle (3.3). Alors la 
fonction g := nof est définie, continue en un point de R et satisfait l'équation fonctionnelle 


g(x + y) = g(x) + g(y). 


Preuve. 

La fonction f, définie sur R, est à valeurs strictement positives ce qui assure la définition de la fonction 
g = Imof. Soit x € R en lequel f est continue. La fonction In, continue sur RŸ, est continue en f (x). D’après 
le théorème de composition, g est continue en x. 

Pour tout (x,y) € R? on a 


g@+y) = m(f(x+y)), 
= In(f(x)f(y)) (Propriété fonctionelle de f), 
= In(f(x))+In(f(v)) (Propriété fonctionelle du logarithme), 
= g(x) + g(y) 


Le lemme 2.8 entraine alors l’existence de k € R tel que 
VxeR, kx=Inof(x). 


Alors 
VxeR, f(x) =exp(kx) = exp(xlna) = a, 


avec a = EXP k. 


3.4.3. Troisième démonstration (utilisant notamment la densité de Q dans R) 


Cette démonstration est dans l’esprit de la première démonstration du lemme 2.8. 
Comme dans la première démonstration du théorème 3.4, on vérifie que la condition est nécessaire. On procède 
en quatre étapes principales. 


Si f s’annule en un point alors f est la fonction nulle. Voir preuve du théorème 3.2. 


On se place donc dans la suite dans le cas où f ne s’annule pas. Elle est alors à valeurs strictement positives 
et vérifie f(0) = 1. On pose f(1)=a. 


La fonction f est continue sur KR. Voir première démonstration. 


Pour tout entier relatif n on a: VxeR, f(nx) = f(x)". 
En effet, une récurrence simple, à partir de l’équation fonctionnelle, montre que : Vn EN, f(n) = f(x)". 
L’équation fonctionnelle entraine ensuite, pour tout y € R, 


FCO) =1= fu y) = f(y)f(-y). 


D'où : VyER, f(-y) = f(y) !, ce qui permet de conclure pour les entiers négatifs. 
F 


Pour tout rationnel r on a f(r) = f(1)" = a”. 
En effet, si r — p/q (avec q € N*), on a f(p) — J(aË) : FC = f(r)?. D'où f(r) = f(p)!/1. Comme 


fo) = f(L)?, il vient f(r) = f(1)P/9. 


Pour tout réel x on à f(x) = a° = exp(xlna). 
On remarque que la fonction exp, définie sur R par exp, (x) = exp(x In a) vérifie pour tout r rationnel exp, (r) = 
a”. Donc les fonctions f et exp, sont continues et coïncident sur le corps des rationnels. Or : 


Lemme 3.6. Soient © et 1 deux fonctions définies et continues sur R à valeurs réelles, égales en tout point 
rationnel. Alors @ et d sont égales. 


Preuve du lemme.- Soit en effet x un réel et (r,)1eN une suite de rationnels tendant vers x. Les fonctions 4 
et Ÿ étant continues, on à (x) = lim, w(rn), et (x) = lim,_,1 Ÿ(rn). Comme w et 4 coïncident sur 
les rationnels, on a w(r,) = Y(r,) pour tout n € N. Les deux suites (convergentes) (o(rh)}nen et (d(rn))nen 
sont donc égales : leur limite aussi. D’où w(x) = #(x). 


On déduit immédiatement du lemme 3.6 l'égalité de f et de la fonction exp}(1). 


4. Equation fonctionnelle des fonctions puissances 


On présente ici directement le problème analogue aux problèmes 2.5 pour l’équation fonctionnelle du logarithme 
et 3.3 pour l’équation fonctionnelle de l’exponentielle. 


4.1. Pré requis, problème et résultat 
4.1.1. Notion requises (les prérequis des oraux du CAPES) 


On suppose acquises les notions suivantes. 


e Notions sur l’étude des fonctions : limite, continuité dérivablité. 
e Intégrale des fonctions continues. Régularité de l’application intégrale x + [7 f(t) dt. 
e Les fonctions puissances : définition et première propriétés. 


e La fonction logarithme néperien et la fonction exponentielle de base e, réciproque l’une de l’autre. 


Propriété de densité de Q dans R (pour la deuxième démonstration proposée). 


4.1.2. Le problème et le résultat 


Problème 4.1. Déterminer les fonctions numériques f définies sur R+ et continues en au moins un point de 
R' telles que - 

V(x,y) ER,  f(xy) = f(x)f(y). (41) 
Le résultat est un exact analogue des théorèmes 2.6 et 3.4 : 


Théorème 4.2. Une fonction numérique f définie sur R*, continue en au moins un point de R* vérifie 
l'équation fonctionnelle (4.1) si et seulement si l’une des deux assertions suivantes est vraie : 

1. f est la fonction nulle ; 

2. il existe a, constante réelle, telle que : Vx ER, f(x) = x. 


4.2. Les démonstrations 


4.2.1. Première démonstration (utilisant notamment les propriétés de l’intégrale d’une fonction 
continue) 


Cette démonstration est dans l'esprit des précédentes. 
e On remarque d’abord que les fonctions puissances vérifient l’équation fonctionnelle (4.1). 


e Il reste à voir que la condition est nécessaire. 


Soit donc f définie sur R°, continue en un point de R* et vérifiant l'équation fonctionnelle (4.1). 
+ + 


Si f s’annule en un point alors f est la fonction nulle. 
Supposons en effet qu'il existe x0 > 0 tel que f(x0) = 0. Soit alors x € R“. On a, d’après l'équation fonctionnelle 


f(x) = f(xox/xo) = f(xo)f(x/xo) = 0. 


On se placera donc désormais dans le cas où f ne s’annule pas sur R}. 


On remarque qu’alors, pour tout x E R*,ona f(x) = f(Yx)f(Yx) > 0. Donc f est à valeurs strictement 
positives. On a, en particulier, f(1) = (f(1))?. Puisque f ne s’annule pas, on en déduit f(1) = 1. 


La fonction f est continue sur R*. 
Soit to un point de R? où la fonction f est continue. Soit x € R? quelconque et h un réel tel que x + h € R*. 


On a 

fœ+h)= ft +h/x)) = f((x/t0)(1 + h/x)x0) = f(x/r0o)f(( + h/x)xo). 
La fonction h + (1+ h/x)xo, définie sur un voisinage de x0, est continue en h — 0 et prend en ce point la 
valeur +9. Comme la fonction f est continue en #9 on à par composition limz_0 f((1+h/x)x0) = f(xo). D'où 
enfin, limp_o f(x+h)= f(x/x0)f(x0) = f(x). 
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Lorsque f ne s’annule pas, f est dérivable sur R' 
En intégrant l'équation fonctionnelle (4.1) par rapport à y, il vient 


Venem), f ”f(œÿdt = f(x) Î | for. 


D'où, en effectuant le changement de variables u = xt dans la première intégrale 
ee ty y 
veu e(R), Ga) fu ft | rot. 
æ 1 


On fixe désormais y différent de 1 et on pose à = f} f(t)dt £ 0. On a donc l'égalité 
ty 
VreR',. af(x)= Ga) | f(u)du. 


Les fonctions x + 1/x et x + [°° f(u)du sont dérivables sur R4, cette dernière comme << fonction des 
bornes »>, puisque f est continue sur R*. La fonction f est donc dérivable sur R*. 


Lorsque f ne s’annule pas, f est une fonction puissance 
En dérivant l’équation fonctionnelle par rapport à y, il vient 


V(a,y) € (R),  zf'(xy) = f(x)f'(y). 
En particulier pour y=1ona:VreR*, xf'(x) = f(x)f'(1). 
D'où: VrekR, f'(x)/f(æx) = f'A)/x. 
Comme la fonction f est strictement positive sur R*, il vient 

VER, m(f(a)/f(1)) = f(H)ma. 
Comme f(1) = 1, il vient : Vr ER*, f(x) = exp(f'(1)inx) = xf 0), 
On pose alors a = f'(1). 


Remarque.- Soit f une fonction continue ne s’annulant pas et vérifiant l’équation fonctionnelle (4.1). Cette 
fonction f est strictement positive, selon le raisonnement précédent. On définit alors g par 


VrekR®, g(x) =In(f(x)). 


La fonction g vérifie clairement 


V(x,y) € (Ri), g(y) = g(x) + g(y). 


Ainsi g satisfait l'équation fonctionnelle du logarithme. Selon le théorème 2.6, il existe k € R tel que 


Vz ER, g(x)=klnx. 


D'où 


VrER*, f(x) =exp(klnz) = x". 


Ainsi, on peut se ramener à l'équation fonctionnelle du logarithme. Cependant, mettre cette équation en 
prérequis d’une leçon conduit à trop l’alléger. On s’expose de plus à devoir démontrer le théorème 2.6 ou un 
analogue lors des questions. 

Cette méthode suggère la démonstration qui suit, reprise en fait des idées de la deuxième démonstration 
effectuée pour l’équation fonctionnelle du logarithme. 


4.2.2. Deuxième démonstration (utilisant l’équation fonctionnelle f(x + y) = f(x) + f(y)) 


Cette démonstration du théorème 4.2 commence comme celle développée ci dessus : 


e on remarque d’abord que les fonctions puissances vérifient l’équation fonctionnelle (4.1), 


e il reste à montrer que la condition est nécessaire. 


Soit donc f définie sur R*, continue en un point de R* et vérifiant l’équation fonctionnelle (4.1). 


Si f s’annule en un point alors f est la fonction nulle. Voir démonstration ci dessus 
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On se place donc désormais dans le cas où f ne s’annule pas sur R'. 


Lemme 4.3. Soit f définie sur R*, ne s’annulant pas sur R° continue en un point de R* et vérifiant l'équation 
fonctionnelle (4.1). Alors la fonction h := mof o exp est définie sur R continue en un point de R et satisfait 
l'équation fonctionnelle 

h(x + y) = Rx) + h(y). 
Preuve du lemme 4.8. 
i. La fonction exp, définie sur R, est à valeurs strictement positives ce qui assure la définition de la fonction 
foexp. Comme f est à valeurs strictement positives, la fonction h — Inof o exp est définie. On à donc le 
schéma suivant. 


Fe RER Î R+ In R 
Supposons la fonction f continue au point x € RŸ. La fonction exp (resp. In) étant continue sur R (resp. R}) 
est continue au point Inx (resp. x). Ainsi, d’après le théorème de composition, À est continue au point In x. 
ii. Pour tout (x,y) € R?on a 


h(&+y) = m(f(exp(x+y))), 
— In(f(exp(x)exp(y))) (Propriété fonctionelle de l’exponentielle), 
= In(f(exp(x)) f (exp(y))) (Propriété fonctionelle de f), 


— In(f(exp(x))) +In(f(exp(y))) (Propriété fonctionelle du logarithme), 
= Inofoexp(x) +Inof o exp (y) = h(x) + h(y). 


Pour achever la démonstration du théorème 4.2, on applique le lemme 2.8 à la fonction h. Il existe k € R tel 
que 
VxEeR, kx=lnofoexp(x). 
Alors 
VzxeR, exp(kx) = f oexp(x). 
Puis, pour tout x € R*, 


f(x) = exp(kinæ) = x". 
Remarque.- Cette méthode conduit pour l’équation fonctionnelle des fonctions puissances à un exposé co- 
hérent, qui nécessite des pré-requis acceptables sur les fonctions In et exp, à savoir, grosso modo leurs propriétés 
de base (ensemble de définition, continuité, .…) leurs propriétés fonctionnelles et le fait qu’elles sont réciproques 
l’une de l’autre. 


5. En guise de conclusion 


Pour résumer l’ensemble des cheminements de ce document, voici une brève synthèse : 
e Les théorèmes 2.6, 3.4 et 4.2 correspondent au niveau attendu pour l’Oral du CAPES, 


e les premières démonstrations de ces théorèmes reposent sur des arguments similaires, nécessitant de 
connaître quelques propriétés sur les primitives des fonctions continues. 


e les deuxièmes démonstrations des mêmes théorèmes ramènent toute le problème à l’étude de l’équation 


fonctionnelle 
Vy)eR, f(x+y)= f(x) + f(y), (5.1) 
beaucoup plus simple dont l’étude est réalisée dans le lemme 2.8. 


e l'équation fonctionnelle de l’exponentielle se prète à une troisième démonstration utilisant la densité de 
Q dans KR. 


On note que les deux démonstrations données du lemme 2.8 sont dans l’esprit des autres démonstrations 
(propriété des primitives des fonctions continues versus densité de Q dans R.) Enfin, il est normal que 
l’équation fonctionnelle 5.1 et celle de l’exponentielle se prêtent bien à un raisonnement par densité. En effet, 
en donnant une propriété de l’image de la somme de deux réels, elles permettent une expression facile de 
l’image d’un entier relatif, puis d’un rationnel. 


IUFM de GUADELOUPE -Morne Ferret - BP 517 
97178 ABYMES CEDEX (Guadeloupe) 
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INTEGRALES GENERALISEES 
PLC1-Mathématiques 
Auteur : A. Delcroix 


1. Généralités 
1.1. Introduction 


Dans la théorie de l’intégrale de Riemann, la notion d’intégrale généralisée arrive relativement naturelle- 
ment. 

Soit par exemple f : Ja, B[ — C, avec (a,B) € (RU {—00,+00})”, a < B, une application continue. 
On sait que f est intégrable sur tout intervalle fermé borné [c, d] € ]a, 5]. Pour c fixé dans Ja, S[, ceci 
permet de définir une application primitive F : Ja, B[ — € de f par : Vr e la, ff, F (x) := LÉ f(t) dt. 
La question du comportement asymptotique de F, aux bornes de l'intervalle ]a, B{, et en particulier de 
l'existence de limites, est alors une question naturelle d'analyse élémentaire. 

C’est donc le problème de la convergence des quantités Je f(t) dt pour x tendant vers & (resp. B) qui est 
posé, c’est-à-dire le problème de l’existence des intégrales généralisées {” fe) dt et [{ f(t) dt. Certains 
auteurs préfèrent parler d’intégrales impropres. 


En lisant ce document, le lecteur aura intérêt à penser aux analogies à établir avec l’étude des séries 
numériques (ou complexes). 


1.2. Définitions et premières remarques 


Définition 1. Soit 1 un intervalle réel d'intérieur non vide et f : 1 — € une application. On dit que f 
est localement intégrable sur l'intervalle I si f est intégrable au sens de Riemman sur tout intervalle 
compact |c, d] inclus dans I. 


Exemples 1.1. 

(i) Soit f : [a,b] — C, (a,b) € R?, a < b, intégrable au sens de Riemann sur [a,b]. On sait que f est aussi 
intégrable sur tout intervalle [c, d] inclus dans [a.b]. Ainsi, f est localement intégrable sur l'intervalle 
[a, b]. 

(ii) Soit f : 1 — C, T un intervalle réel d'intérieur non vide, continue. L'application f est continue, 
donc intégrable, sur tout intervalle compact [c, d] inclus dans T1 . Ainsi, f est localement intégrable sur 
l'intervalle T. 


On considère dans les définitions 2 et 3 un intervalle [a, b[ avec a € R, b € RU {+00} et a < b et une 
application f : [a,b[ — C. On suppose f localement intégrable sur [a, b!. 


Définition 2. On dit que f possède une intégrale généralisée ou impropre sur [a, b[ si l'application 
zx he f(t) dt (définie sur [a, b[) possède une limite pour x tendant vers b, par valeurs inférieures. 


On dit alors que l'intégrale généralisée ou impropre a f(t) dt converge et on note 


[ro de a a f(#) dt. 


æ—b,xz<b 


Remarques 
(à) On confond donc la valeur de la limite et l’objet Un f(t) dt. C’est un abus fréquent en mathématique. 


(ii) Par convention, une intégrale écrite [ f() dt, où a > b et la fonction f est non définie en à, est 


dite convergente si, et seulement si, l'intégrale f}"b(t) dt est convergente. On pose alors L f() dt = 
— is f(t) dt. Le lecteur est invité à constater la cohérence de cette convention avec celle analogue prise 
pour les intégrales ordinaires. 


Définition 3. Avec les notations de la définition 2, si l'application x + fe f(t) dt ne possède pas de 
limite en b, on dit que l'intégrale f f(t) dt diverge. 


Enonçons quelques propriétés des intégrales généralisées. 


Proposition 1.1. Avec les notations de la définition 2, l'intégrale 1. f(t) dt converge si, et seulement si, 
il existe c € [a, b[ tel que l'intégrale je f(t) dt converge. On à alors de plus 


[ro fous [ro 


Preuve.- Soit c € [a,b[. La relation de Chasles donne 


teeteil, J'roa- [ro f ro 


Ainsi, le membre de gauche de l'égalité précédente à une limite en b si et seulement si la fonction 
ze f? f(t) dt en possède une, le terme f” f(t) dt étant une constante. 


L'ensemble de ce document (sauf exception mentionnée) est écrit dans le cadre des applications à valeurs 
complexes. Avec les notations de la définition 2, posons f — Re(f) +iIm(f). On sait que l’application 
ze fŸ f(t) dt possède une limite si, et seulement si sa partie réelle (id est [Ÿ Re(f)(t) dt) et sa partie 
imaginaire en possèdent une. On a donc : 


Proposition 1.2. Avec les notations de la définition 2, f possède une intégrale généralisée si, et seule- 
ment si, les fonctions (à valeurs réelles) Re(f) et Im(f) en possèdent une. On a alors de plus 


b 


b b 
| f(6) at = | Re(f)(#) dé + à | Im(f)(t) dt. 


a 


Proposition 1.3. Soit [a, b[ un intervalle avec a ER, b € RU {+co} et a < b. L'ensemble Ig([a, b[,C) 


des applications f : [a,b[ — C localement intégrables et possédant une intégrale généralisée L f(t) dt est 
un C-espace vectoriel. De plus 


b 


b b 
V(S,9) € Ig(la,b,C), V(A u) € C?, | (A + mg) (#) dé = À / f(É) dt + y | g() dt. 


a 


Cette proposition découle immédiatement des propriétés algébriques analogues portant sur l’ensemble 
des applications de [a, b[ dans C possédant une limite en b. 


On laisse au lecteur le soin d'introduire les notions d’intégrale convergente, divergente pour le cas 
d’un intervalle de type Ja, b], a € RU{—-æ},bER, a < b. 


Proposition-Définition 4. Soit f : Ja, b[ — C, ((a,b) € (RU{—00,+})”, a < b) localement intégrable 
sur |a, b|. 

(A) On dit que l'intégrale d f() dt est convergente si l’une des deux assertions équivalentes suivantes 
est satisfaite : 

(i) il existe c € ]a, b| tel que les intégrales [” f(t) dt et [° f(t) dt convergent ; 

(ii) pour tout d € ]a, b|, les intégrales 1 f() dt et [2 F0) dt convergent ; 

De plus si i. ou ti. est satisfaite, la quantité [° f(t) dt + [° f(t) dt est indépendante de c et on pose 


| ft dt+ | Ÿ GE) de Définition | "far. 


On dit alors que l'intégrale a J(t) dt est convergente. 
(B) S'il existe c € Ja, b| tel que l’une au moins des intégrales [° f(t) dt et 1 f(t) dt diverge, l'intégrale 
d f(t) dt est dite divergente. 


Preuve.- On doit démontrer l’équivalence des assertions 1. et 4i., cette équivalence justifiant en particulier 
la formulation de iii. 

[i = ti] Soit c € Ja, b[ rendant vraie 4. et d € Ja,b[. D’après la proposition 1.1 (qui s'adapte au cas 
présent), l'intégrale [< f(t) dt converge, avec 


['rou- ['roa+ [ra 


De même, l'intégrale fF J(t) dt converge, avec 


Lio fous f'roa 


Lio f'roë- [out [ro 


[ii = i] Comme Ja, b[ est non vide, il existe c € Ja, b[ tel que, d’après äi., les intégrales [} f(#) dt et 
[ f(t) dt convergent. 


D'où 


Remarque : cas ou l'intervalle Ja, b[ est symétrique par rapport à 0 (par exemple Ja, b[ = ]—-0o, +oo[). 
On pose ]a, b[ = ]-w,w(, w € RiU{+00}. Si l'intégrale [*, f(t) dt converge, il est clair que lim, f”, f(t) dt 
existe. En revanche lim,._., f(t)dt peut exister sans que l'intégrale Jus J() dt converge. 


Exemple : On prend Ja, b] = ]-co,+oo[ et f une application impaire. Alors 
T 0 
Vr > 0, | ft4t=- | fat. 
0 —T 


D'où hrs (t) dt = 0 et l'existence de lim, [7 f(t) dé. 


Cependant, le cas de f : t + t montre que chacune des intégrales ru f(é) dt et Fee f(t) dt peut 
diverger. En effet, dans ce cas 


T— +00 


T 0 ta 
Vr > 0, | tdt=r"/4=— | f(tidt ; lim } f(E) dt = +00. 
J0 —T 0 


+00 


Ainsi, l'intégrale f" f(t) dt est divergente. 


1.3. Quelques exemples et propriétés 
1.3.1. Les “fausses intégrales généralisées” 


On considère ici une application f : Ja,b] — €, (a,b) € R?, a < b, continue sur Ja, b], donc localement 
intégrable sur ]a, b]. On suppose de plus f prolongeable par continuité en a. La question posée est celle 
de l’existence de l'intégrale [ f(®) dt. 

Soit f le prolongement par continuité de f, id est (a) = liMyax>a JC), Ê ob = f. L'application f 
est continue sur [a, b] donc intégrable et localement intégrable sur cet intervalle. On à 


b b 
Vz E Ja,t], L soa= | F() dt. 


De plus limy_unva f, f(t)dt = f? f(t)dt. (En effet, 


Liodi= fre dt] < (x—a)M, où M = 
SUP4 [ab] HO] < +00, puisque f est continue sur [a, b] .) 


C’est donc que l'intégrale L f(t) dt converge et vaut j fe) dt. 


Exemple 1.2. On considère f : 10,7] — R, définie par : Vt€]0,7] f(t) = 2%. On a lims_,0 2 = 1. 


ns 
L'application f se prolonge ainsi par continuité en 0 et l'intégrale É 


sit dt converge. 


t 


1.3.2. Le critère de Cauchy de convergence d’intégrales généralisées 


Rappelons deux formes du critère de Cauchy d’existence de limite. 


Lemme 1.4. 
(à) Soit h : ]a,b] — C, (a,b) € R?, a < b. L'application h possède une limite en a, si et seulement si : 


(Ve > 0) (En >0) (V{ay) Ejab) (le al <m et [y al < m) — Ih(x) — A(y)| < €. 


(ii) Soit h: [a,+oo[ — C,aeR. L'application h possède une limite en +», si et seulement si : 


(ve > 0) (38 > 0) (er) £ (a, +00f?) &@>Bety>B)— |h(x) - (y) <e. 


Considèrons par exemple une application f : ]a,b] — C, (a,b) € R?, localement intégrable sur a, b]. En 
appliquant le 4. du lemme 1.4 à l'application À : Ja, b] — € définie par : Vx € Ja,b] h(x) — Eu f(t) dt, on 
obtient le à. du critère ci-dessous. On laisse au lecteur la preuve du ü. 


Lemme 1.5. Critère de Cauchy pour l'existence d’intégrales généralisées. 
(i) Soit f : Ja,b] — C, (a,b) € R?, localement intégrable. L'intégrale [ f(t) dt est convergente si, et 
seulement si, 


(Ve > 0) (Bn>0) (Vu) Ja) (2 al <met [y al <m) — 


[ro di <e. (1.1) 


(ii) Soit f : [a, +oo[ — C, a € R, localement intégrable. L'intégrale ls f(t) dt est convergente si, et 
seulement si, 


(Ve > 0) (3B > 0) (V(&,9) € la, +o0f°) œ@>Bety>B)— 


U ral < €. 


Ce lemme est utilisé dans la suite pour obtenir des théorèmes de convergence d’intégrales généralisées. 
Comme tout critère de Cauchy, il a peu d’utilité pratique pour déterminer des valeurs d’intégrales général- 
isées. 


1.3.3. Première application : le cas d’une application bornée, définie sur un intervalle borné 
non fermé 


On considère par exemple une application f : Ja,b] — €, (a,b) € R?, a < b, localement intégrable sur 
Ja, b] et bornée sur Ja, b]. La question posée est de nouveau celle de l'existence de l’intégrale d f() dt. 
On applique le lemme 1.5. Posons M = sup;cy y f(t), que l’on suppose strictement positif (sinon f est 
nulle et il n’y a rien à démontrer). On a! 


V(u) at, Vite) ht =| ET di < 


[ wréil « 
Jy 
<Mx-—y<Mx-a|+1|y— al). 
Pour € > 0, le choix de 7 — €/(2M) rend vraie la propriété (1.1). 
On en déduit donc la convergence de l'intégrale j f() dt. 


Exemple 1.3. On considère f : ]0,7] — R, définie par : Vt€ ]0,7] f(t) = sin(1/t). L'application f est 
continue sur ]0,7] et bornée sur ]0,x]. Ainsi l'intégrale [} sin(1/t) dt est convergente. 


Remarque.- Le cas des applications prolongeables par continuité en une borne de l’intervalle, étudié ci- 
dessus, constitue un cas particulier de l’étude faite ici. 


1On rappelle que pour g : [a, 8] — C, avec (a, B) ER?,a <B,ona 


8 8 
g@)dt <  Ig(t)ldt. 


œ œ 
Si l’on ne précise pas a < B,ona 
8 
g()dt < 1g(&)| dé 
[02 œ 


2. Le cas des fonctions à valeurs positives 


2.1. Théorème général de comparaison 


Proposition 2.1. (critère de comparaison).- Soit a € R, b € RU{+c0}, f,g : [a,b[ — R deux 
applications localement intégrables à valeurs positives. 

(i) Si pour tout t € [a,b[, on à f (t) < g(t) alors : 

e si l'intégrale Le g(t) dt converge, l'intégrale hi f(t) dt converge, 

e si l'intégrale [ ft) dt diverge, l'intégrale Fa g(t) dt diverge. 

(ii) Si f (€) = g(t) pour t — b", alors les intégrales F f(6) dt et L g(t) dt sont de même nature (i.e. soit 
toutes les deux convergentes, soit toutes les deux divergentes). 


Preuve 
(i) On applique les théorèmes usuels de comparaison sur les limites. 
(ii) Sous l’hypothèse f (4) + g(t) pour t — bT, il existe deux nombres réels k1 et k2 avec 0 < k1 < 1 < ko 


et un réel a! > a tels que 
Vtel[a',b[, kif(t) < g(t) < kif (+). 


On applique alors le 4. 

Corollaire 2.2. Avec les notations du théorème 2.1, supposons que f(t) = Ofg(t)) (resp. f(t) = 

o(g(t))) pour t — b=. Alors : 

(i) si l'intégrale h g(t) dt converge, l'intégrale [ f(t) dt converge, 

(ii) si l'intégrale [ f(t) dt diverge, l'intégrale [ f(t) dt diverge. 

Preuve.- D'une part on a : (t) =o(g(t))) — f(t) = O(g(t)). 

D'autre part si f (t) = O(g(t)) pour t — bT, il existe un nombre réel k > 0 et un réel a’ > a tels que 
ele, f(6 < kg. 

On applique alors le (4) du théorème 2.1. 


2.2. Exemples fondamentaux et critère de comparaison 


Théorème 2.3. Soit a€R. 
O0 
(i) L'intégrale | — dt converge si, et seulement si à > 1, 
; t® 


1 
ne 1 : | 
(ii) l'intégrale / a dt converge si, et seulement si a < 1. 


Preuve.- On effectue directement le calcul de l'intégrale [ (1/t%) dt, pour b € R* et on étudie la 
convergence de l’expression obtenue pour b — +o (resp. b — 0). 


En combinant cet exemple fondamental et le théorème 2.1, on obtient les théorèmes classiques suivants. 


Théorème 2.4. Critère de comparaison en +oco.- Soit a € R et f : [a,+o[ — R une application 
localement intégrable à valeurs positives. Soit a ER etl ER non nul. 

On dispose des résultats énoncés dans la troisième colonne du tableau ci-dessous, en application des 
hypothèses formulées dans les deux premières colonnes. 


Comportement en +00 rs Comportement de 
de l'application tr 4% f(t) l'intégrale pe f() dt 
tf(t) — 120 ml [77° f() dé converge 
a<1 [7 f (6) dt diverge 
ta f(E) — 0 a>l [7° f(t) dt converge 
a <1 Pas de conclusion 
LAC) — +00 a>l Pas de conclusion 
a<l [777 FE) dé diverge 


Théorème 2.5. Critère de comparaison en 0.- Soit bER et f : ]0,b] — R une application localement 


intégrable à valeurs positives. Soit a € R etl E R non nul. 


On dispose des résultats énoncés dans la troisième colonne du tableau ci-dessous, en application des 


hypothèses formulées dans les deux premières colonnes. 


Comportement en 07 Valeur de à Comportement de 

de l'application tr 4 f(t) l'intégrale p f() dt 
tf(t) — 140 a<l ff (€) dt converge 
&>i fo f(t) dt diverge 

ta f(t) — 0 a<l NT dt converge 

a>l Pas de conclusion 

LAf(E) — +00 a<l Pas de conclusion 
a>1 Jo fé) dt diverge 


Remarque.- Il est important de remarquer que dans l’ensemble de ces résultats de comparaison pour 
des fonctions à valeurs positives, la comparaison porte sur les fonctions elles-mêmes. 


2.3. Un autre exemple : les intégrales de Bertrand 


Îl n’est pas obligatoire de connaître par coeur les résultats de ce paragraphe. Cependant, il est impératif 
de savoir les retrouver rapidement. 


Il s’agit des intégrales du type 


+00 b 
| 1/(4% nf #) dt ; | 1/(4° [In t|?) dt 
a 0 


où a (resp. b) est un réel strictement supérieur à 1 (resp. à 0) et («, 5) un couple de réels quelconques. 


On a le résultat suivant. 


Théorème 2.6. Avec les notations ci-dessus : 


(i) l'intégrale Le 1/(4% In” &) dt converge si, et seulement si, l’une des 2 conditions suivantes est réalisée 
il a>1l ; i2 a=1let B>1;: 

(ii) L'intégrale he 1/(62 [In 45 ) dt converge si, et seulement si, l’une des 2 conditions suivantes est réalisée 
il a<l ; ü2 a=let B>1. 


Preuve.- Il suffit d'étudier la convergence des deux intégrales suivantes 


(1) [uen nar : (2) [eme 


(A) Pour étudier l'intégrale (1), on pose f(t) = 174 In -#+. La application f est définie, continue, positive 
sur l'intervalle [e, +co[. On pose encore g(t) = #(1+a)/2 (4). 


eSia>l,;ona lim, ,1%ç@(t) = 0 ; alors f(t) = o(&-(+4)/2) en +00. Comme (1 + a)/2 > 1, 
l'intégrale (1) converge, d’après le théorème 2.4. 

eSia<l,ona lims 15 (ft) = +oo; alors #-(+a)/2 = o{f(t)) en +oo. Comme (1 + æ)/2 < 1, 
l'intégrale (1) diverge, d’après le théorème 2.4. 


e Sia=1, on pose directement F(x) = f? 1/(4inf #) dé pour x >e. Ona F(x) = | 1/uf du. 
— Si8 Z1,il vient F(x) = 1/(1 — 5) (ana)? — 1) ; on en déduit la convergence pour 8 > 1 


et la divergence pour 5 < 1. 


— Sif—1,il vient F(x) —In(Inx), qui tend vers +co, pour x tendant vers +oo. 


(B) Pour étudier l’intégrale (2), on effectue le même type de raisonnement, en utilisant le théorème 2.5. 
Une autre preuve sera vue au paragraphe 4.8. 


3. Retour aux fonctions à valeurs complexes 


Un des moyens d’étude est de chercher à se ramener au cas d’une application à valeurs positives. Ceci 
justifie l'introduction de la notion d’absolue convergence. Une intégrale absolument convergente est en 
particulier convergente. 

Cependant, lorsqu'une intégrale est convergente sans être absolument convergente (on dit semi conver- 
gente) on dispose de quelques outils d'étude comme la règle d’Abel et ceux développés dans la suite. 


3.1. Absolue et semi convergence 


On considère dans ce paragraphe f : [a,b[ — C, (a,b) € (RU{+o0})”, a < b, localement intégrable sur 
[a, b[. Le lecteur vérifiera que l'application |f| est aussi localement intégrable sur {a, b]. 


Définitions 5. ; 
(i) On dit que l'intégrale [ (6) dt est absolument convergente si l'intégrale [| f(t)| dt converge ; 


ii) On dit que l'intégrale D f(t) dt est semi convergente si l'intégrale D f(#) dt converge et si l'intégrale 
£ à ; 
fe |f(t)| dt diverge. 


Proposition 3.1. Si l'intégrale [ f(t) dt est absolument convergente alors l’intégrale [ f(t) dt converge. 
On a alors de plus . 
[ro 


Preuve.- On effectue la démonstration dans le cas ou b = + et on laisse le soin au lecteur de traiter le 
cas bE R à l’aide d’une variante du lemme 1.5 : l'intégrale [LE J(t) dt converge si, et seulement si : 


b 
< | OR 


(Ve > 0) (GB > 0) (Fu) € (a, +00f?) œ@>Bety>B)— 


Î f(6) di <e. (3.1) 


Soit donc € > 0. Comme l'intégrale [ |f(t)| dt converge, la propriété 3.1 s'applique avec |f| : il existe 
B > 0 tel que 


Vx,y) ela,+oof, (r> Bety>B)— 


[ vo di <e. 


Or is |f(#)l dt] fe f(E) dt. On en déduit 


Vx,y) ela,+oof, (r> Bety>B)— 


Ainsi, l'intégrale [°"* f(t) dé converge. De plus on à 


Vx € [a,+oo, 


f'roal< froiars FCO a, (2) 


cette dernière inégalité étant vraie car la fonction ++ f”|f(t)| dt est croissante (on intègre une fonction 
positive) et donc majorée par sa limite en +00. 


Comme Le f(t) dt converge, un prolongement d’inégalité dans la relation 3.2 donne | LE. f(G) dt “ 


LP |AEI dé 


exp(it 
( ) dt est absolument convergente. 


+00 
Exemple 3.1. L'intégrale Î 


En effet, pour tout { € [r,+oco, on a |(exp(it)) Je) < 1/t2. Or, d’après le théorème 2.4, l'intégrale 
pr (1/42) dt est convergente. Donc l'intégrale Le (sint) /t? dt est absolument convergente. 


exp(it 
x ) dt n’est pas absolument convergente. 


+00 
Exemple 3.2. L'intégrale Î 


En effet, pour tout { € [r,+co[, on a lexp(it)| = 1. D’après le théorème 2.4, l’intégrale pe 1/tdt est 
divergente. Donc l'intégrale étudiée n’est pas absolument convergente. 

On montrera dans les paragraphes suivants qu’elle est semi convergente. Nontons que dans ces exemples, 
on à pu se ramener à un théorème de comparaison entre fonctions à valeurs positives. 


On laisse au lecteur le soin d’adapter les définitions de ce paragraphe et les résultats du suivant aux cas 
d'applications définies sur des intervalles du type Ja, b]. 


3.2. La règle d’Abel 


Théorème 3.2. Soit a € R,b € RU {+}, a < b, f : [ab] — R et g : [a,b[ — C deux applications 
localement intégrables. On suppose de plus : 

(i) l'application f est décroissante et admet 0 pour limite en b ; 

(ii) il existe M, un réel positif, tel que 


V(u,v) € [a, bf, 


[l à dt < M. (3.3) 


Alors l'intégrale [ f(t)g(t) dt est convergente. 


Remarques 
(i) L'application f est donc supposée à valeurs réelles positives. 
(ii) La condition (3.3) peut être remplacée par 


Vx € [a,b|, 


| dt) di < M. (3.4) 


Le lecteur vérifiera sans peine l’équivalence des formulations (3.3) et (3.4) à l’aide de la relation de Chasles. 


Preuve. 
(A) On effectue d’abord la preuve pour le cas d’une application g à valeurs réelles.- On utilise le critère 
de Cauchy de convergence et la deuxième formule de la moyenne dont on rappelle un énoncé ci-dessous : 


Lemme 3.3. Soit (u,v) € R?,u <vet f,g : [u,v] — R deux applications localement intégrables. On 
suppose de plus que l'application f est à valeurs positives et décroissante. Il existe &uv € Ju, v| tel que 


Li Éu,v 
[ roœar= 100 [7 abat 


Soit (x,y) € [a, b° avec x < y. D’après le lemme (3.3), il existe &:,, compris entre x et y tel que 


Éx,y 
[oo 
d’après l'hypothèse ii. (inégalité (3.3)). 
Comme par hypothèse lim, f(u) — 0, pour tout € > 0 il existe 7 > 0 tel que 


Vxel[b—n,b[, f(x)M<e. 


< f(x)M, 


[ro di = j{x) 


On à alors, pour tout (,y) € [b—n,0f, |fY f(t)g(t) dél < €. 

Ainsi, l'intégrale f(t)g(t) dt converge. 

(B) Revenons au cas général d’une application g à valeurs complexes. Posons g = Re(g) +ilm(g). On 
a alors, d’après (3.3), 


V(u,v) € [a, bf , 


[ Re(y(o) di <M., 


f i(g(o) at <M 


On applique alors le (A) aux deux couples d'applications (f, Re(g)) et (f,Im(g)). Ainsi, les intégrales 
Fi FE) Re(g(t)) dt et [2 F0) Im(g(t)) dt convergent. D’après la proposition 1.2 l'intégrale j f)g(®) dt 
converge. 


+00 ; 
e t 
Exemple 3.3. L'intégrale Î to dt est semi convergente. 


En effet, définissons f : [T,+oo[ — R par f(t) = 1/t et g : [r,+oo[ — € par g(t) = exp(it). Les 
applications f et g sont continues sur [T, +o| donc localement intégrables sur cet intervalle. De plus : 
i. L'application f est décroissante sur [T, +, de limite nulle en +co, 

ii. Pour tout (u,v) € [r,+oo[”, [} exp(it) dt = À [exp(it)]® = 1 (exp(iv) — exp(iu)). D'où | f} exp{it) dt| < 
2 


Ainsi, les hypothèses du théorème 3.2 sont satisfaites. L'intégrale L 


+ jt 
É sxp(t) dt converge. 


+00 ,;: 
sin £ 5. à si ; 
L'intégrale Î — dt est convergente comme partie imaginaire de celle étudiée dans l’exemple 3.3. 
ur Fsint 
Compte tenu de la convergence de l'intégrale ca dt (exemple 1.2) on a : 


+00 : 
t 
Exemple 3.4. Intégrale de Dirichlet.- L'intégrale À —— dt est convergente. 


Remarque.- Cette règle d’Abel est analogue de la règle d’Abel pour les séries. On insistera jamais assez 
pour l’une comme pour l’autre sur la vérification scrupuleuse des hypothèses. 

En particulier, on insistera sur le point suivant : l'hypothèse ii. porte sur une majoration d’intégrales et 
non sur une majoration de l'application g elle même. 


4. Autres outils d’étude des intégrales généralisées 


4.1. Intégration par parties 


Rappelons que : 


Théorème 4.1. Soit f,g : [a, 8] — €, (a, B) € R?°, a < B, deux applications de classe C1 sur [a, 8]. On 
a 


B B 
[robe tro - [rotor 


On considère f,g : [a,b[ — C,a € R, b € RU{+cw}, a < b deux applications de classe C1 sur [a, b[. On 
a, pour tout x € [a,bl, 


Î | Lg dt = La — | OO dé. 


Dans l'égalité ci-dessus, si deux des trois termes possèdent une limite en b, il en est de même du troisième. 
Ainsi, par exemple, pour établir la convergence de l'intégrale f f'(t)g(t) dt, on démontre l'existence de 
limybr<v [f(t)g(6)] et la convergence de l'intégrale [7 f(#)g'(t) dt. 


a 


dt. 


+00 : 
exp(it 
Exemple 4.1. Deuxième démonstration de la convergence de l'intégrale ( nl ) 


On considère l'application {  exp(it) comme la dérivée de t — (1/1) exp(it) pour écrire : 


[ exp) 4, _ 1 ES 7 Î SPCD 


t i t = À t? 
1 ) 1 1 f* it 
. exp(ix) . +1 exp(it) de. 
i z T ir tt 


T 


On a lims_+ (exp(ix)) /x = 0. Par ailleurs l'intégrale [7 (exp(it)) /t? dt est convergente (cf. ci-dessus). 
Ainsi l'intégrale | Rd (exp(it)/t) dt est convergente, avec 


+00 ; 1 il +00 s 
" exp(it) de: | exp(it) _. 


t im À 


4.2. Comparaison avec les séries 


Dans ce paragraphe, on explicite quelques propositions reliant la convergence d’une série et celle d’une 
intégrale généralisée. 


4.2.1. Avec des fonctions à valeurs réelles ou complexes 


Proposition 4.2. Soit f : [a, +oo[ — C,a € R, localement intégrable. Soit (tr),-n une suite à valeurs 
dans [a, +, croissante et tendant vers +co. Si l'intégrale Va f(t) dt est convergente alors la série de 
terme général u, = f}"*" f(t) dt est convergente, avec 


+00 


Dee | fé) dt. 


0 
Preuve. Pour tout n € N, on pose $, = > gur = fi" f(t)dt. La fonction & : x + Le f(é) dt 
admet une limite en +o égale à lu f(E) dt. Comme la suite (æ»),,.n tend vers +00, la suite composée 
poSinte [#7 f(t) dt admet une limite en +00, égale à pu f(t) dt. 


Remarque.- La proposition 4.2 n’énonce pas une condition nécessaire et suffisante de convergence. 


Exemple 4.2. On considère la fonction f : [0,+o[ — €, définie par f(t) — exp(it). L'intégrale 


ee f(t) dt est divergente. En effet 


T HA 1 
| f(t) dt = | exp(it) dt = — (exp(ix) — 1). 
0 0 ? 
La fonction x + exp(ix) n’a pas de limite en +co. 
Cependant, pour le choix de x» = 2nT,ona 


Tn+1 2(n+1)r 1 
Un = | f(t) dt = . exp(it) dt = . (exp (2(n + 1)T) — exp (2nx)) = 0. 


nT 


Ainsi, la série Su, est la série nulle, donc convergente, alors que l'intégrale 1 f(t) dt est divergente. 


Remarque.- On utilise souvent la contraposée de la proposition 4.2 : s’il existe une suite (z,),en à 
valeurs dans [a, +oo{, croissante et tendant vers +00 telle que la série de terme général u, = f#"** f(#) dt 


diverge, alors l'intégrale JE f(t) dt diverge. 
Exemple 4.3. Divergence de l'intégrale tés [sin t| /t dt. 


On considère ici x, = nt, pour n > 1. On pose u, = el (Isin(t)| /t) dt. On a 


(n+1)r : (n+1)r 
= L ER as re Isin t| dé. 
Jnr L (n+1)T Jar 


Or eur sint| dt = [ |sint| dt par r-périodicité de la fonction # + |sint|. Comme f} |sint| dt = 


nT 


JS sintdt = 2, on à finalement ; 


a 
rie (n+1)r 


Ainsi, la série Su, diverge. Il en est donc de même de l'intégrale as [sin t| /t dt. 


4.2.2. Avec des fonctions à valeurs réelles positives. 


Proposition 4.3. Soit f : [a, +oo[ — R, a € R, localement intégrable à valeurs positives. Soit (x,),en 
une suite à valeurs dans [a, +, croissante et tendant vers +co. L'intégrale 7 f(t) dt est convergente 


. . Œ Le 2 2 LTn 
si, et seulement si, la série de terme général uy — Je *? f(E) dt est convergente. On a alors 


n “F99 
Du | f(#) dt. 


J T0 


10 


Preuve.- En utilisant la proposition 4.2, il ne reste qu’à montrer que la convergence de la série Sux 
entraine celle de l'intégrale 1 f(t) dt. Supposons Yu convergente. Notons S —  . ux. Pour tout 


x € [a, +, la suite (x,),,.N étant croissante, il existe x, > x. La fonction f étant positive, on a 


[ro < [” dt =, < 5, 


puisque, la série ÿux étant à termes positifs, sa somme S majore toute somme partielle. Ainsi la fonction 
zx [ne f(t) dt est croissante majorée, donc admet une limite en +00. On a de plus 


lim [va [ioass 


æ— +oo 0 


Ainsi l’intégrale us f (6) dt converge (ainsi que l'intégrale A f(t) dt). En appliquant le <<sens direct >> 
de la proposition 4.2, il vient l'égalité leds f(t) dt = S. (On peut aussi remarquer que, pour tout n € N, 
on a fn" f(t) dt < LP f(t) dt, ce qui entraine l'inégalité S < E f(t) dt.). 


Proposition 4.4. Soit f : [a,+oo[ — C,a € R, localement intégrable décroissante et à valeurs positives. 
Sont équivalentes : 

(i) l'intégrale [7% f(t) dt est convergente, 

(ii) la série 3°,,,, f(n) converge. 


Preuve.- Comme f est supposée décroissante, on a, pour tout n > a, la double inégalité 
VtEnn+1], f(n+1)< f(#)< f(n). 


En intégrant membre à membre l'inégalité précédente, il vient 


n+1 


Vn > à, fu+D< | ft) dt < f(n). 


nm 


Ainsi, la série ÿ[ f(n) converge si, et seulement si la série ÿ° li f(t) dt converge. Comme, d’après la 


proposition 4.3, la convergence de cette série équivaut à celle de l’intégrale PT f(t) dt, la proposition 
4.4 est démontrée. 


4.2.3. Exemples 


Les séries de Bertrand On peut utiliser la proposition 4.4 pour étudier les séries de Bertrand. On 
rappelle le résultat. 


Lemme 4.5. La série de Bertrand de terme général 1/(n° In° n) converge si, et seulement si, l’une des 
2 conditions suivantes est réalisée 


iLa>l: üa=letfB>l 
Preuve.- On pose + = (1+a)/2et ay = 1/(n° In” n). 


eSia>l,alors y>1et lim, n'a, = 0: la série ÿ},5, 4, converge. 


e Sia< 1, alors y<1et lim, nan = +00 : la série ÿ,59 an diverge. 
eSia=1l,;ona a, =1/(nln°n). Deux cas se présentent : 


— Si <0, on a a, > 1/n (dès que n > 3). La série }_,,>2 an diverge ; 


— Si 8 > 0. Dans ce cas la fonction f : tt! In ft est positive, décroissante sur l’intervalle 
(2, +oo[. Ainsi,d’après la proposition 4.4, la série 3°, an est de même nature que l'intégrale 
: > 
Lo dE: 


x Si 8 > 1, la série )\,, 4n converge ; 


* Si 6 < 1, la série ee an diverge. 


11 


+00 : 
sin t 
Nouvelle démonstration de la convergence de l’intégrale : a dt Cette démonstration est 


basée sur une comparaison avec une série. 
Notons que, pour tout x € ]T, +, on a 


Siné ;, _ | sin £ dt + sin £ dt (41) 
JO l JO u rn(x) 


où n (x) est le plus grand entier tel que n (x) 7 < x, i.e. n = E(x/r). 


Or æ : z æ æ 
| St qe < | &< | sd< | en 
mn(x) u Jrn(x) an(x) l Jar t TT 


Ÿ*  sint 
Donc lims_,1 L —_— dt = 0. 


Jrn(x) 


sint 


. Fsint . . 
Par ailleurs, pour tout n > 0, la quantité | —— dt est une somme partielle de la série de terme général 
0 


(kR+1)T 4: t 
= | dé, k > 0. On a de plus 
k 


T 


+ Sin t sin t 


: er SR 
VkEN, = f n dt = ( 1) Î bn ( 1) Ur. 


TT 


sin t 
t+kT 


La série Su, est donc convergente d’après le critère d’Abel pour les séries alternées. En revenant à 
an(x) 


T 
L'intégrale wx = [ dé est positive et la suite (wx),., est clairement décroissante, de limite nulle. 


: : sin £ : 
l’identité (4.1), on voit que la fonction x + l ne dt converge vers la somme de la série Sug. 


+00 
Sin £ . | . . 
Ainsi, l'intégrale L . dt converge puisque les deux termes du membre de droite de l'identité (4.1) 


ont une limite. 


4.3. Changement de variable 
4.3.1. Le théorème de changement de variable dans les intégrales généralisées 


Rappelons un résultat classique. 


Théorème 4.6. Soit I,J deux intervalles ouverts de R, 4 : 1 — J une application de classe C! et 
f:J — C une application continue. Pour tout couple (n,£) € 1?,m<£,ona 


£ , 10) 
f'éotmar [7 rat 
n g(n) 
Preuve.- Sous les hypothèses prises, la preuve est immédiate : la fonction { — f(y(t))p'(t) possède 
comme primitive Fo 4, où Fest une primitive de f. On a donc 


Ë p(Ë) 
| f(e(r))p/(r) dr = Fo p(E) — Fo p{n) = | F0) dr. 


Jp(n) 


Le théorème 4.6 sert de base au théorème suivant, concernant les intégrales généralisées. 


Théorème 4.7. Soit a, 5, a, b quatre éléments de RU {—0c0,+c0}, à < B, a <bet w:]a,B[— ]a, b[ un 
C!-difféomorphisme croissant. Soit f : Ja, b[ — C une application continue. 

Sous ces hyopthèses, l'intégrale ii f(t) dt converge si, et seulement si, l'intégrale fe (fow)(r)v'(r) dr 
converge. 

On a alors de plus 


| “fOat= ; Fovtdtoiés 
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Preuve.- Pour tout couple (n,£) € ]a, 5], n <£, on a 


Ë p(E) 
frere | f(b) dt. (4.9) 


g(n) 


De même, pour tout couple (u,v) € ]a, b[, u < v on a 


p7"(v) v 

| fo p(#)}p/(#) dt = 1 fé) dr. (4.3) 
æTl(u) Ju 

(i) Supposons la convergence de l'intégrale Ÿ f(t) dt. Comme lim._,rs0p (Tr) = aëet lim, ,5.48 @ (Tr) = 

b, l'égalité 4.2 entraîne alors la convergence de l'intégrale f / fovw(t)s'(t) dt. 


(ii) Supposons la convergence de l'intégrale f 4 fov(t)g'(t) dt. En utilisant cette fois les limites de w71, 


l'égalité 4.3 entraîne alors la convergence de l'intégrale ih f(t) dt. 


On laisse au lecteur le soin d'adapter ce résultat au cas d’un C!-difféomorphisme décroissant et au cas 
d’intervalles semi fermés. 


4.3.2. Exemples 


Exemple 4.4. Intégrales de Bertrand.- L'intégrale Lu “1jte [In 4/5 ) dt converge si, et seulement si, l’une 
des 2 conditions suivantes est réalisée 


1L'a<1 ; 2. a=let B> 1. 


La démonstration de ces assertions peut se faire par un changement de variable approprié qui permet de 
se ramener à l'intégrale ts 1/(4 In” +) dt. Cette dernière (cf. ci-dessus) converge si, et seulement si, 
l’une des 2 conditions suivantes est réalisée 


ii a>1l ; à a=let B>1; 


Posons f(t) = 1/(t*[Int|”) pour t € 10,1/el et soit & : Je, +oo[ — ]0,1/el l'application définie par 
g(r) = 1/r. L'application & est un Cl-difféomorphisme décroissant. L'intégrale je © f(t) dt converge 
donc si, et seulement si l'intégrale 


e +00 
CLIQ ee | f (@(r))g (n) dr 
+00 e 

converge. 

Or g'(r) = —-1/r? D'où . 


Tr? In rl° | 


ACTA 


l1/e +oo 1 
Ainsi l'intégrale 1 PRET dt est de même nature que l’intégrale / TRE dr. Elle converge 
o tnt] e T2? [nr] 


donc si, et seulement si : 
i. soit 2— a > 1 idest a <1, 
ii. soit 2—-a=1let B>1lidesta=let B> 1. 


Exemples 4.5. Intégrales de Fresnel.- Les deux intégrales suivantes sont convergentes : 


+00 ro 
| sin (4?) dé, | cos (t°) dt. 
0 0 


Soit a > 0 fixé (par exemple a = 1). L'application u + V/u est un Cl-difféomorphisme de |a?,+co[ dans 
CO 


+00 Lu 
Ja, +oo[. Ainsi l'intégrale | sin (#2) dé (resp. Î cos (#2) dt) est de même nature que l'intégrale 
Ja a 


+6 +00 
sin u COS u 
—= d , ——— du). 
Î. 2/u " (72h A 2/u 8) 


Ces dernières intégrales sont convergentes. On laisse au lecteur le soin d’en rédiger une preuve, en 
s'inspirant notamment des exemples 3.3, 3.4 et 4.1. 
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Notons que dans la pratique on dira qu’on effectue le changement de variable &? — w en précisant qu'il 
s’agit d’un C!-difféomorphisme. 


Remarque.- L'application u + (/u est un C!-difféomorphisme de ]0, +c|[ dans ]0, +. Elle transforme 


+00 +oo 
l'intégrale Î sin (4?) dé (resp. | cos (2) dt) en l'intégrale 
0 0 


+oo ,: +00 
sin üu COS U 
—— du TesD. | ——— du). 
| 2Vu ne o  2Vu ) 


En procédant ainsi, on introduit une problème de convergence en 0 dans les intégrales : ceci vient du 
fait que l’application u > Vu ne se prolonge pas en une application de classe Cl sur [0,+o[. On 
laisse en exercice l’étude de ce problème à l’aide des outils donnés dans ce document. Il s’inspirera de 
l’exemple 1.2 et des théorèmes de comparaison. Cette difficulté explique le recours au réel a > 0 dans 
le raisonnemement qui précédait et illustre les précautions à prendre dans les changements de variables 
dans les intégrales généralisées. 


L'exemple 4.5 permet d'illustrer la remarque importante suivante. 


Remarque.- Pour une fonction f localement intégrable sur l'intervalle [a, +oo[ (a nombre réel), la con- 
+oo 


vergence de l'intégrale f (&) dt ne préjuge pas du comportement asymptotique de f au voisinage de 


[22 
+00. La fonction f peut ne pas posséder de limite, comme dans les intégrales de Fresnel ou même ne pas 
être bornée au voisinage de +oo, comme dans l’exemple suivant : 


+00 
Exemple 4.6. L'intégrale | u COS (ut) du est convergente. 
0 


+00 
En effet l'application u ++ u? est un C!-difféomorphisme de ]0, +c[ dans ]0, +oo[ : l'intégrale | ucos (u*) dt 
0 


+00 
est de même nature que l'intégrale | cos (u?) dt donc convergente. 


Cependant, la fonction f : u — ucos (u{) n’est pas bornée au voisinage de +o comme le montre la 
considération des valeurs prises par f aux points u = V2nrT, n € N. 
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INTEGRALES DEPENDANT D'UN PARAMETRE 
Antoine Delcroix, IUFM de la Guadeloupe 


(Antoine.Delcroix@iufm.univ-ag.fr) 


1. Introduction 


Dans l’optique du concours, le seul cadre pour lequel il est indispensable de connaître des théorèmes 
d'existence et de régularité est celui d’une fonction ® : 1 — € définie sur un intervalle 7 à l’aide d’une 
intégrale dépendant d’un paramètre, avec un intervalle d'intégration compact. 

Plus précisement, on supposera qu’il existe une application f : I x [a, 8] — C, (a, B) € R?, a < B, telle 
que pour tout x € Î : 

i. l'application t + f(x,t) soit intégrable sur [a, 6], 


ii. D(x) = [? f(x,t) dt. 


Le programme se limitant à l'intégrale de Riemann, il n’est pas nécessaire de maîtriser des théorèmes de 
convergence dominéel. Cependant, si un candidat les connaît et sait les appliquer, par exemple dans des 
versions Riemann-Lebesgue, il est peu probable qu’on le pénalise pour cela. 


Le cas d’une fonction définie à l’aide d’une intégrale généralisée (par exemple sur un intervalle non bornée 
comme [a, +) sera traité par une méthode décrite ci-dessous. C’est ce cas qui donne lieu à des questions 
importantes dans les problèmes. On présente donc deux exemples de mise en oeuvre, dans les premières 
épreuves des CAPES de 1988 et de 1993. 


2. Cas d’un intervalle d’intégration compact. Théorèmes de régularité 


2.1. Théorèmes de base 


Soit Z un intervalle de R, (a,b) € R? tels que a <bet f : I x [a,b] — C une application. 
Théorème 2.1. On suppose f continue sur I X [a,b]. Alors, la fonction 

P:1—-C ze [° f(x,t)dt 
est définie et continue sur l'intervalle I. 


Preuve.- On effectue la preuve dans le cas d’un intervalle Z ouvert. Le lecteur s’en inspirera pour le cas 
d’un intervalle fermé, ou semi fermé : par exemple pour I = [a, b|, il s’agit d'établir la continuité de & à 
droite en a. 

Soit donc 7 ouvert et x0 € I et € > 0. Il existe un intervalle [ro — 6, xo + 6] compact, voisinage de x, 
inclus dans 1. L'application f est uniformément continue sur [xo — 6, xo + 6] x [a, b]. Il existe donc 7 > 0 
tel que 


V(x,r')elc dl}, V(t#)e [ab , 
(x—z|<net [t—t|<n) = |f(x,t) — f(x,t)] <e/(b— a). 


En particulier, pour tout x € I tel que [x — xo] < min (6,n), on sait que x € [ro — 6, x0 + 6] et que 
Vtelabl, |f(x,t) — f(xo,t)| <e/(b— a). 
D'où, comme la fonction t + f (x,t) — f(xo,t) est intégrable sur {a, b], 
La ( (est) — f(æost)) dt} < Ja 1 (mt) — fo | dt < e. 
Ainsi, à tout € > 0 est associé 7/ — min (6,7) tel que 


Vrel, |r-xo <7 — |$(x) — P(xo)l <e. 


1Ces théorèmes permettent des preuves plus simples à certains résultats de ce document. 


Théorème 2.2. On suppose que 

i. L'application f est continue sur I X {a, b], 

ii. L'application f admet une dérivée partielle 0 f /0x, notée f} dans la suite, sur I X [a, b] et l’application 
FL := 0f/0x : I x [a,b] — C est continue. 

Alors, la fonction 


D:1—C ze [° f(x,t) dt 
est définie et de classe C! sur l'intervalle I. On a de plus 
Vrel, &'(x)= /f°f(xtdt. 


Preuve.- On conserve le cadre d’un intervalle ? ouvert comme dans la preuve du théorème 2.1. 
Le théorème 2.1 appliqué à la fonction f! : I x [a,b] — € montre que la fonction 


G:1—C ze [° f,(x,t)dt 


est définie et continue sur J. Il s’agit donc d'établir que G est la dérivée de ®. Soit donc x0 € I. Il suffit 
de montrer que les quantités (définies pour À assez petit différent de zéro) 


= x L x = TL À 
An) = 28 +0) 90) LG = | (ÉD R +0 er) fe.) dt. 


admettent 0 pour limite pour } tendant versO, hk # 0. 


Première méthode : la formule de Taylor avec reste intégral 
Soit donc € > 0. Pour tout t € [a,b], la fonction £ + f/(x + 6,t) est intégrable sur [0, A]. D’où 


fa+ht)— fat) = [9 f(x +66) dé = h [5 f(x + 6h,t) dé. 


(Le lecteur constatera qu’il s’agit de la formule de Taylor avec reste intégral d'ordre 0.) 
Puis 


JE+RO ID | En) = 1 fa(æ + 6h,t) d8 — fa(æ,t), 
0 


Il 


dl (te + Oh, t) — i. (0) dé. 


De manière analogue à la preuve du théroème 2.1, la fonction (x,t) + f}(x,t) est uniformément continue 
sur un intervalle [x — 6,x + 6] x [a, b] inclus dans 1 x [a,b]. Il existe donc 7 > 0 (que l’on peur choisir 
inférieur à 6) tel que 


vVtela,b], Vke]-nnl|, 


f(x +86 - f (a) <e/(b— a). 


On à alors 


1 
vt e [a,bl, FE Pet) < | 


E 
b—a 


f(x + 0h, t) — f(e,d)| d0 < 


D'où 


b ns x ; 
aus [0 


Ainsi limp_,0,140 A(h) = 0 et le résultat est démontré. 


Deuxième méthode : inégalité des accroissements finis 
Cette méthode est basée sur la remarque suivante. Introduisons la fonction (de classe C1) 


deihe fa +ht)— hfi(at). 
La quantité 
s'écrit @,(h) — d,(0) quantité majorable en utilisant 
Peth) = (fe) (x + ht) — (F2) (mt). 
Soit € > 0. Comme dans la première méthode, la fonction (x,t) + f{(x,t) est uniformément continue 
sur un intervalle [x — 6,x + 6] x [a, b] inclus dans I X [a,b]. Il existe donc 7 > 0 (que l’on peur choisir 
inférieur à 6) tel que 


Vtelab, vhe]-mnl, |#(&)] = [f(x +840 - f(x,t)) <e/(b— a). 


En appliquant l’inégalité des accroissements finis à @, entre 0 et h, |h| < n, on a 


he 
b—a 


MAS [a, b], Vhe Fnsal |p(h) +. p(0)| . [fx + h,t) LL hf;(x,t) En f(x, t)| < 


D'où 


Fa (Fe +h,0 — f(a,t) — hfe(e,0)) dl < Ja 1be(A) — dA(O)| dt < he. 


Ainsi limp_,0,140 A(h) = 0 et le résultat est démontré. 


2.2. Régularité supérieure 


On dispose du résultat suivant, dont la peuve se fait par récurrence à partir du théorème 2.2. 


Théorème 2.3. Soit 1 un intervalle de R, (a,b) € R? tels que a < b, f : I x [a,b] — C une application 
et n un entier. On suppose que 

i. L'application f est continue sur I X {a, b], 

ü. L'application f admet des dérivées partielle 0" f/0x"* jusqu’à l’ordre n (resp. à tout ordre), sur 
I X [a,b] et, pour tout m < n (resp. pour tout m), les applications 0" f/0x" : I x [a,b] — € sont 
continues. 

Alors, la fonction 


D:1—C ze [? f(x,t)dt 
est définie et de classe C”” (resp. C®) sur l'intervalle I. On à de plus 


Vm<n, (resp VmEN), Vrel, @%) (x) = [° (0 f/x") (x,t) dt. 


2.3. Un exercice 


Exercice 1. - Soit f : R — C une application continue, g : [a,b] — € ((a,b) € R? et a < b) une 
application de classe C1. 

i. Vérifier que la formule H(x) = [ : f(x +t)g(t)dt définit une application de R dans C. 

ii. On suppose dans cette question f de classe Cl. Vérifier que H est de classe C!. On calculera sa 
dérivée. 

iii. On revient aux hypothèses initiales. Montrer que H est de classe Cf. 


3. Cas d’une intégrale généralisée 


3.1. Description de la méthode 


La situation typique est la suivante. On dispose de f : I x [a,+oo[ — €, a € R et on souhaite étudier la 
définition et régularité de la fonction ® :7+ pe f(æ,t) dt. 


3.1.1. Premier point : la définition de ® 
On est donc amené à vérifer que 
pour tout x € I l'intégrale Re f(x, t) dt converge. (C1) 


Ainsi, le premier problème posé est un problème de famille d’intégrales généralisées dont il s’agit détudier 
la convergence. 


Remarque 1. Convergence normale de familles d’intégrales.- Un cas particulier intéressant est celui ou 
il existe une application g : [a,+c[ — R+ telle que : 

i. l'application g est localement intégrable sur [a, + et l’intégrale généralisée pe g(t) dt converge, 
ii. pour tout (x,t) € I x [a,+oo, |f(x,t)| < g(t). 

Alors, pour tout x € I, l'intégrale pre f(x, t) dt converge absolument. 


On dit que la famille d’intégrales ( De f(x,t) dt) : est normalement convergente. 
ze 


3.1.2. Deuxième point : la régularité de ® (continuité, dérivabilité) 


Dans les problèmes de CAPES on se ramène à un problème de suite, ou de série de fonctions selon ce 
qui est techniquemnt le plus commode (voir en fin de paragraphe). 


Avec une suite de fonctions. Continuité 
On considère donc f : I x [a,+oo[ — €, a € R. On suppose ici que f est continue sur I x [a,+ool et 
que la condition C1 est réalisée. Ainsi, la fonction 


D:1—C, ae [ÈS f(x, t) dé 
est définie sur I. 


On pose, pour tout n > a 
Vel, pal) = f" f(at)dt. 


La condition C1 assure la convergence de l'intégrale pe f(x, t) dt pour tout x € I : ainsi, a fortiori la 


suite (u,(x)) converge vers pre f(x, t) dt. La suite (0, )n>a est donc simplement convergente. 


n>a 
Comme f est supposée continue sur I x [a, +cl[, f est en particulier continue sur I X [a, n] : le théorème 
2.1 assure que la fonction w,, est continue sur /. On est donc ramené à un problème de continuité de la 
limite d’une suite de fonctions continues. 

On rappelle que : 


Théorème 3.1. Soit (4, : J —C),.,, une suite d'applications continues sur 1. On suppose que la 
suite (d,),>,, converge uniformément (resp. compactement) sur I. Alors la limite de la suite (4,,) 
est continue sur J. 


n>no 


Il reste donc à montrer (c’est souvent le pas difficile) que la suite (4, )n>4 converge uniformément sur J, 
ou du moins compactement. 


Exemple. On reprend les notations et les hypothèses de la remarque 1. On a alors 
Vn>a, Vrel, &(x)—v,(x) = JET f(at)dt- [T f(x,t) dt = [ÈS f(x,t) dt. 
(On rappelle que l'intégrale pe f(x, t) dt converge.) Comme 
V{at)eIxla+o, |f( | < g(0), 
il vient 
Vn2 a, rer, |o(e) 6,0) < [JE fl 0 di] < [PE 1F(a D] dt] < JET 9(0) dt. 


(Ici aussi chacune des intégrales écrites converge par hypothèse.) 


Comme limy_ +00 tea g(é) dt = 0, on a sup,er [2(x) — ,(x)| PSS 0. Ainsi la suite (Pn)n>a Converge 


uniformément vers ® sur Î. 


Avec une suite de fonctions. Dérivabilité et continuité de la dérivée 

On considère donc f : I x [a,+oo[ — €, à € R. En s'inspirant des hypothèses du théorème 2.2, on 
suppose ici que : 
i. L'application f est continue sur Z x [a, 6], 
it. L'application f admet une dérivée partielle f/, sur ZI X [a, 5] et l'application f} : 1 x [a, 8] — C est 
continue. 
iii. la condition C1 est réalisée pour f et f, id est 


pour tout æ € I, les intégrales Fe f(x,t) dt et tr fL(x,t) dt convergent. (C2) 


Ainsi, avec les notations ci-dessus, le théorème 2.2 assure que chaque fonction w,, (n > no) est de classe 
C! sur J, avec 


Vn>a,Vrel, px) = [?fif(x,t)dt. 


On est donc ramené à un problème de régularité de la limite d’une suite de fonctions de classe C!. On 
rappelle que : 


Théorème 3.2. Soit (4, : J —C),.,. 
suite QUR S converge simplement sur 1, que la suite Ge. converge uniformément (resp. com- 


une suite d'applications de classe C! sur I. On suppose que la 


pactement) sur I. Alors la limite de la suite (4,,) est de classe C1 sur J. 


n>no 


Les conditions C2 assurent la convergence simple des suites (4,),-,, et (8 EURE Il reste à étudier, au 


cas par cas, la convergence uniforme ou du moins compacte de la suite (LA Se pour conclure. 


Exemple. En appliquant la notion introduite dans la remarque 1 et le raisonnement de l’exemple du 
paragraphe ci-dessus, on remarque que la suite a converge uniformément si la famille d’intégrales 


( so (jf!) (æ,t) dt) Ley converge normalement. 


Avec une série de fonctions 
On reprend les notations précédentes. Exposons briévement la méthode pour le cas de la continuité. 
Notons no = Ela] + 1, ou Efa] désigne la partie entière du réel a. On pose 


Vrel, un(x)= [7 f(at)dt, Vn>no, un(r) = ue f(x, t) dt. 


Comme ci-dessus, la condition C1 assure la convergence simple de la série ÿ° 
+0 — fræ 

DE, un(e) = fe ® f(x, t) dt. 

Le théorème 2.1 montre également qu'ici chaque uw, est une fonction continue sur /. On est ramené 

cette fois à un problème de continuité de la somme d’une série de fonctions continues. En pensant à 


l’analogue du théorème 3.1 pour les séries, on voit qu'il reste à montrer que la série ÿ° y Un converge 
uniformément sur 1, ou du moins compactement. 


n>n, Un et montre que 


n>n 


Exemple. On reprend les notations et les hypothèses de la remarque 1. On a ici 
n+1 n+1 
Vn>no, VreL, lu(ol< JA |f( ob] dt < JT g(E dt. 


g(t) dt étant convergente, la série de terme général a; := GE g(t) dt est convergente. 


Or, l'intégrale Le 


a 
(On a en effet, pour tout N > no, ne An = FE g(t) dt et la convergence de la série vient de celle 


de [}* g(t) dt.) 
Ainsi la série Su, (x) converge normalement sur 1, donc uniformément. 


3.1.3. Extensions de la méthode 


Régularités supérieures 

On laisse au lecteur le soin de rédiger les conditions sur f afin d’assurer le caractère CP (p € NU {+oo}. 
Ces conditions portent sur la régularité de f, pour lesquelles on s'inspire du théorème 2.3 et sur l’existence 
d’intégrales généralisées (conditions analogues à (C1) et (C2)). 


Cas d’autre types d’intervalles semi ouverts ou ouverts 

Il s’agit d’intervalles bornés semi ouverts ou ouverts, d’intervalles non bornées ouverts. Eventuellement 
le problème peut donc être un problème d’intégrales doublement impropres. On adapte la méthode à 
chacun de ces types d’intervalles. Par exemple : 


e pour un intervalle du type [a, b[, (a,b) € R?, a < b , on pourra considérer la suite définie pour n 
assez grand par 


Vrel, p,(x) = [5 "7 f(x, td: 


e pour un intervalle du type Ja, +oo{[, a € R?, on pourra considérer la suite définie pour n > 0 par 


Vrel, v,(x) = Jos f(x; t) dt. 


Dans ce dernier cas, la fonction ® : ]a,+o[ — €, x + ha f(x, t) dt est définie par une intégrale 
doublement généralisée. 


3.2. Exemples d’utilisation dans des épreuves du CAPES 
On donne ci-dessous une analyse de la méthode, telle qu’elle est mise en oeuvre dans deux textes de 
première épreuve du CAPES. 


3.2.1. La première épreuve du CAPES de 1988 


Cette épreuve porte sur notamment sur la constante d’Euler + et la fonction l. On montre notamment 
que l'intégrale (doublement généralisée) 


De) = Te A ME 


est convergente pour tout x > 0, définissant ainsi la fonction L sur ]0, +oo. 


Pour montrer que la fonction F est de classe C! sur ]0, +, on utilise la méthode décrite ci-dessus, dans 
la variante suivante. On introduit la suite de fonctions (T,),., définies par 


Vz € ]0,+00[,  T,(x) = fes ét di 


On montre que chaque l, (n > 1) est de classe C!. 

Puis on établit que : 

i. la suite l, converge uniformément sur tout compact {a, b] € ]0,+co[ vers l (la convergence simple, 
qui est acquise, suffirait) : 

ii. l'intégrale F(x) = fM%e-t#-1Intdt, F(x) est convergente pour tout x € ]0, +oo| : 

ii. la suite (T/,),, converge uniformément sur tout compact {a, b] € ]0,+oo! vers la fonction F. 


nm 


Ainsi, le schéma décrit plus haut est réalisé : la fonction l'est de classe C! sur ]0,+co[, de dérivée F. 


3.2.2. La première épreuve du CAPES de 1993 


Le problème porte sur un procédé de régularisation de fonctions continues. On considère l’espace vectoriel 
E des fonctions 4 : ]0,+oo[ — R, continues, bornées et telles que 


tO(#) 


x? +12 


+00 
pour tout x > 0, l'intégrale Sp (x) — | dt converge. 
0 


On considère sur E l'opérateur $ : d — Sé et l’objet de la première partie est essentiellement (question 
L.3.) de démontrer que S est une fonction de classe C® sur ]0,+oo|. 
On introduit, pour se faire, la série de fonctions Su, de terme général 


n+1 
1) 
a+ 


Un : ]0, +oo[ — R cn 


On montre alors succesivement les propriétés suivantes. (On indique ci-dessous un sketch de démonstra- 
tion pour chacune.) 


a. La série Su, converge simplement sur ]0, +oo![ vers S@. 
En effet, si S, désigne la somme partielle dy Un On à 


n+1 
to(&) 
La convergence de l'intégrale Sp(x) = ir tO(t)/ (x? +4?) dt entraine alors celle de S, vers la même 
limite. 
b. Pour tout entier n, la fonction Su, est de classe C® sur ]0, +. 
En effet, l'application 


to(t) 
x2 +12 


fn:]0,+oœ[xmn+1i]l—R (xtjr 


est de classe C® sur son ensemble de définition. Une application d’une variante du théorème 2.2 donne 
le résultat. De plus, pour tout entier k > 1, on a 


VE ]0,+o0[, ul (x) = de es ( At) ) dt. 


n Or \r?2 +42? 


c. et d. Pour tout entier k > 1, on établit, dans ces deux questions, la convergence normale de la série 
Sul) sur tout intervalle [a, +o! (a > 0). 
Pour se faire on établit d’abord la majoration 


vera {O0}, | (+) < & 
É Ft Or el PRE 
(Indication : écrire #/ (x? +4?) = (1/25) (1/(x + it) —1/(x —it)).) 
On en déduit l’existence d’une constante A4 > 0 telle que 


œ n+1l dt 
Veza, Vn20,  juf(x)] < A] PPESAUE 


nm 


(k+1 


La convergence de l'intégrale [7% 1/ (a? +42 )72 dt, indépendante de x, entraine la convergence 
0 8 


normale de la série Xu{*) sur [a, +ool. 
e. Soit a > 0. D’après les questions précédentes, la série Su, converge simplement sur [a, +o!| et, pour 


tout entier k > 1, la série Su) converge normalement, donc uniformément, sur [a, +oo[. Une variante 
du théorème 3.2 assure alors que la somme So de la série est de classe C® sur [a, +oo!. 

Les intervalles ([a, +o[),., formant une famille d’intervalles emboités, l'application $9 est de classe C® 
sur leur réunion Ugo [a, +oo, c’est-à-dire sur Ja, +ool. 


3.3. Un exercice 
L'exercice ci-dessous rassemble beaucoup d'objets importants du programme : suites de fonctions, inté- 
grales généralisées, équation différentielle. 
Exercice 2. 
1. Soit f la fonction définie sur R? par 
Vu)ERXR*, f(t,u) = (sintu)/(u(1+u*)), VÉER, f(t0)=t. 
1.1. Montrer que la fonction f est de classe C®. 
1.2.a. Montrer que la fonction F:t+ as f{t,u) du est définie sur R.. 


1.2.b. Montrer que pour m € {1,2,3,4} les fonctions F,, :tr On fon) u) du sont définies sur 
R* 

2 
1.3. On définit, pour m € {1,2,3,4}, les suites de fonctions (Gmn)nenN* par 


VtER+, VneN", Gn@= ON TO) (a) der 


Montrer que pour m € {1,2,3}, les suites (G;nn)nen+ converge uniformément sur R{ et que la suite 
(Gam)nen* converge uniformément sur tout intervalle du type [a, +oo[ (a réel strictement positif). En 
déduire que la fonction F est de classe C4 sur R*. 


2.1. Montrer que F est solution sur R* de l'E.D. (1) y) +y = x/2. 
2.2. Résoudre lP'E.D. (1). 
2.3. En déduire que 


VÉER  F(t)=x/2(1 — exp(-t/V2) cos(t/V2)). 


Nota. On pourra admettre, pour cet exercice, que 1e (sin v) /v du = x/2. 
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Memento de 
calcul différentiel 


1. Introduction et notations 


1.1. Introduction 


L'objet du calcul différentiel est l’approximation locale des fonctions par une fonction linéaire, la différentielle. 
Bien que la notion de différentielle soit intrinsèque et non liée en particulier aux questions de dimension des 
espaces sur lesquels sont définies les applications considérées, nous nous limiterons ici au cas des applications 
définies sur un ouvert de R”? (m € N) et à valeurs dans un espace vectoriel normé, qui sera souvent RP 
(p € N), ce qui suffit dans le cadre du programme du concours. 


1.2. Notations, rappels et conventions 

a) Dans la suite, tous les ouverts considérés seront supposés non vide, sans que cela soit explicitement 
rappelé. On note toutes les normes intervenants || - ||, car il n’y a pas de risque de confusion. 

b) Pour un entier p > 0, on note N, l’ensemble {1,2,...,p} et lorsque l’on parlera de R°”, R? ou RY, il est 
sous entendu que m, p ou q sont des entiers strictement positifs. 

c) Pour deux espaces vectoriels réels E et F, on note L(E, F) l’espace vectoriel des applications linéaires de 
E dans F. Si { désigne un élément de £(E, F) et h de E, on note L-h, de préférence à {(h), l’image par { de h. 
d) Applications linéaires continues.- Soit (E, ||) et (F,||:11)) deux K-espaces vectoriels normés. On rappelle 
que : 


Proposition 1.1. Soitue£L(E,F). 

(1) Sont équivalentes : 

(i) l'application u est continue sur E, 

(ii) l'application u est continue en 0, 

(iii) il existe un réel k > 0 tel que: Vx EE, [u(x)| < k||x|, 
(iv) l'application u est lipschitzienne, 

( 

( 


v) l'application u est uniformément continue. 
2) Si u satisfait une des propriétés précédentes, on a de plus 
inf{keR|VreE <k a 2 = u(æ)l ii 
inffkeR|VreE, [u(x)] <klx]}= sup [u(x)| = sup [lu(x)| = sup (1.1) 
Iæl=t Il <1 sep\{o} lil 


Lorsque « satisfait une des assertions (1) — (v), le réel défini par les égalités (1.1) s'appelle la norme de 
l'application u. 


On suppose dorénavant E de dimension finie n € N. 


(e) On rappelle qu’alors toute application linéaire de E dans F est continue. 
En effet, pour tout x € E, on a x = D, mie;, où (e1,€2,...,e,) est une base de E et (x1,x2,...,æ,) les 
coordonnées de x dans cette base. On en déduit que 


lu(æ)l < Xi lril lu (es) < max lu (ei) Di lei, 
<i<n 


par linéarité de u et par l’inégalité triangulaire. L'application x + 3}, [x;| est une norme sur E. Comme 
E est de dimension finie, toutes les normes sur Æ sont équivalentes. Il existe ainsi 5 > Otelque: Ve E, 
D lril < BlIril. Ainsi : 

VzeE, [u(x)] < 8 max ]lu (ei) x]. 

<i<n 

Ainsi, u est continue, avec k = 5 max1<;<, [lu (e;)||. 
(f) On vérifie que l'application 

IH: LE, F) —R, le supjay=à [ll - AI] 


est une norme sur £(E, F). (Remarque.- |:|| peut être définie par l’une des formulations des égalités (1.1).) 
Ainsi, L(E, F) est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel normé. 


2. Applications différentielles 


2.1. Notion d’application différentiable 
2.1.1. Différentielle en un point 


On désigne par Q un ouvert de R””, a un point de Q et f une application de Q à valeurs dans un espace 
normé F. 


Proposition 2.1. S'il existe une application linéaire | appartenant à L(R""', F) telle que 


im, Ua +R) — J(a) — 1h) /I = 0. (21) 


Alors cette application l est unique. 


La démonstration de ce théorème est largement analogue à celle du cas des fonctions de la variable réelle 
à valeurs dans un espace vectoriel normé. On pose alors : 


Définition 2.2. S'il existe une application | appartenant à L(R"”, F) telle que la propriété 2.1 soit vérifiée, 
on dit que f est différentiable au point a et l’application L s’appelle la différentielle de f au point a. On 
notera alors | = Df(a). 


Remarques 

1. Dans le cadre plus général d’une application f définie sur un ouvert d’un espace vectoriel normé de 
dimension infinie, il faut imposer à l’application linéaire { d’être continue. Cette condition est réalisée dans 
le cadre présent puisque R°” est de dimension finie (cf. sous-section 1.2, point (e)). 

2. Le lecteur est invité à constater qu’une fonction f définie sur un intervalle ouvert I de R et à valeurs réelles 
est différentiable en un point a de I si, et seulement si, f est dérivable en a. On a dans ce cas 


VRER, Df(a):h=hf(a) ; f'(a)=Df(a)-1. 
3. Revenons au cas général. Comme Q est ouvert l’application f est définie sur un voisinage de a. La propriété 
(2.1) est équivalente à l’existence d’une fonction e(h) définie sur un voisinage de 0 telle que 


f(a+h) = fa) +l-h+lhle(h) ; lim e(k) = 0, 


ou encore à la propriété 
f(a+h)= f(a) +1t-h+o(|hl). (2.2) 


On déduit facilement de la forme (2.2) de la définition la proposition : 


Proposition 2.3. Avec les notations ci-dessus, si l’application f est différentiable au point a, alors f est 
continue au point à. 


Remarque.- La réciproque est bien sûr fausse, comme le montre l’exemple de la fonction de la variable réelle 
æt |x| continue sur R mais non dérivable en 0. 


Exemple.- Soit F un espace normé. Une application linéaire u € £L(R”, F) est différentiable en tout point 
de R””, de différentielle elle-même. En effet u est continue et vérifie 


VRER”", u(a+h)=u(a)+u:h. 


Pour une application f définie comme ci-dessus sur un ouvert Q de R”’ mais à valeurs dans RP on définit les 


applications composantes f1, f2,..., f (à valeurs réelles) par 

ViEN,, fj = P;of, 
où P; est la projection canonique de R? sur R, associant à un vecteur sa °°" composante. On a donc, pour 
x € (, 


fx) = (f(x), f(x), fox). 


On montre alors la proposition : 


Proposition 2.4. Avec les notations de la remarque ci-dessus, l’application f est différentiable au point a 
si, et seulement si, chacune des applications composante fi, f2, ..., f, est différentiable au point a. On a 


alor. 
u Df(a) = (Dfi(a), Dfr(a),...,Df,(a)). 


Cette propriété reste vraie dans le cas plus général d’une application f à valeurs dans un produit fini d'espaces 
normés, pour laquelle on définit de manière analogue la notion d’applications composantes. 


2.1.2. Différentiabilité sur un ouvert 


On désigne par Q un ouvert de R”* et f une application de Q à valeurs dans un espace vectoriel normé F. 


Définition 2.5. On dit que l’application f est différentiable sur Q si elle est différentiable en tout point de 
Q. 


On dispose alors d’une application Df définie sur l’ouvert Q à valeurs dans l’espace normé L(R”,F) (cf. 
sous-section 1.2, point (e)). La définition suivante a alors un sens. 


Définition 2.6. On dit que l'application f est continûment différentiable (ou de classe Cl) sur Q si elle est 
différentiable sur Q et si l’application D f est continue sur (. 


On démontre facilement la propriété algébrique suivante : 


Théorème 2.7. Soit (Q un ouvert deR” et F' un espace vectoriel normé. L'ensemble des applications de Q 
à valeurs dans F différentiable (resp. continâment différentiable) est un espace vectoriel réel. 


Dans le cas particulier d’une application f d’un ouvert Q € R”? à valeurs dans R? différentiable, on appelle 
rang (en un point a) de f, le rang de l’application linéaire D f(a). Le rang est majoré par min(m, p). Si au 
point a le rang de f est strictement inférieur à min(m, p), le point a est dit critique. Sinon le point a est dit 
régulier. 

2.2. Notion de dérivées partielles 


2.2.1. Dérivée selon un vecteur 


De nouveau, ( désigne un ouvert de R””, a un point de Q et f une application de Q à valeurs dans un espace 
vectoriel normé F. 


Définition 2.8. Soit v un vecteur de R” non nul. On dit que f admet une dérivée partielle au point a 
suivant le vecteur v si la fonction, définie sur un voisinage de 0 part + f(a+tv) et à valeurs dans F est 
dérivable en t = 0. 


On appelle alors dérivée partielle au point a suivant le vecteur v, le vecteur 


on Cu PL CPP 


t—0,t/0 
On vérifie facilement (écrire les définitions) la proposition suivante. 


Proposition 2.9. Avec les notations ci-dessus, si l’application f est différentiable au point a, alors f admet 
une dérivée partielle suivant tout vecteur v non nul. 


Remarque.- La réciproque est fausse. On laisse au lecteur le soin de vérifier que l’application définie ci-dessous 
fournit un contre-exemple 


FR —R; f(xy) =y"/x, six Æ0, f(0,y) = 0. 
2.2.2. Dérivées partielles, matrice jacobienne 


On note B,n — {e1,€2,..., Em} la base canonique de R’””* et l’on reprend Q un ouvert deR”?, a un point de Q 
et f une application de Q à valeurs dans un espace vectoriel normé F. On pose : 


Définition 2.10. Soit à un entier de N,. On dit que l'application f possède une dérivée partielle au point 


a par rapport à la 4°"€ variable si f admet une dérivée partielle au point a suivant le vecteur e;. 
Remarque.- Il revient au même de dire en notant a = {a1,@2,...,a4m} que la fonction définie dans un 
voisinage de 0 par tr f(a1,...,a; +t,...,am) est dérivable en t = 0. 


On utilise pour les dérivées partielles, les deux notations suivantes 


of 
Ôx:; 


(a) = fa) lim (f(a1,...,ai +t,...,am)— f(a)) /t. 


t—0,t0 


On dispose de l’analogue de la proposition 2.4. 


Proposition 2.11. Soit f une application définie sur un ouvert Q à valeurs dans RP et a un point de ©. 


L'application f est possède une dérivée partielle au point a par rapport à la i**"® variable si et seulement 
si chacune des applications composantes f1, f2, ..., f, est une dérivée partielle au point a par rapport à la 
ième variable. On a alors 

CE (ay = (LA (a), 22 (0), 2 (a) 

Or; Ou 0 Eg 0 Ode | 


Lorsque l’application f possède au point a une dérivée partielle par rapport à chacune des variables, on définit 
avec les notations de la proposition 2.11, la matrice jacobienne de f au point a, notée J;(a) ou bien Jacs(a), 
par l'égalité 


Ce] ) Ce] 
RU 0 Æe 
Ba) SE(a) - 22 (a) 
J;(a) = Jacy(a) = 
ôfe Of» | ôfe 
(a) SE(a) + (a) 


On dira qu’une application définie sur un ouvert Q de R°” à valeurs dans RP? est partiellement dérivable par 
rapport à la 4°7€ variable si f possède en tout point de ( une dérivée partielle par rapport à la 4°7€ variable. 
On dispose alors de l’application dérivée partielle f,., définie sur Q, à valeurs dans R? par f,, ‘a+ f,,(a). 
On définit de manière analogue une application partiellement dérivable par rapport à toutes les variables. On 
définit alors l’application J}; définie sur Q et à valeur dans M,p(R) par J:at Jf(a). 


2.2.3. Lien entre l’existence de dérivées partielles et la différentiabilité 


La proposition 2.9 entraîne le théorème suivant : 


Proposition 2.12. Soient Q un ouvert de R””, a un point de { et f une application de Q à valeurs dans un 
espace vectoriel normé F. Si f est différentiable au point a alors f possède des dérivées partielles en ce point. 


Cependant la réciproque de la proposition 2.12 est fausse. Considérons l’application f à valeurs réelles et 


définie sur R? par 

V(x, y) € R°\{(0, 0)}, f(x, y) — zy/(x° + y”) ; f(0, 0) = 0. 
On constate que pour x £ 0, on à f(x,x) = 1/2 ce qui interdit à f d’être continue en (0,0). Elle n’est donc 
pas différentiable en ce point. Cependant f possède des dérivées partielles en (0,0) par rapport à x et y (qui 
sont nulles puisque f(x,0) — f(0,y) = 0, pour tout x E R et tout y € R). 


Moyennant l’ajout d’une hypothèse de continuité portant sur la différentielle ou des dérivées partielles, on 
obtient : 


Théorème 2.13. Soit Q un ouvert de R” et f une application de Q à valeurs dans un espace vectoriel normé 
F. les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) l'application f est continâment différentiable sur Q. 

(2) l'application f admet des dérivées partielles (par rapport à chaque variable) continues sur Q. 

De plus, si l’une des deux conditions est satisfaite et si f est à valeurs dans R?, la matrice de la différentielle 
de f en un point a € Q, relativement aux bases canoniques de R" et de R?, est la matrice jacobienne Jac(a). 


Ce résultat est vrai dans le cadre beaucoup plus général d’applications définies sur un produit fini d'espaces 
vectoriels normés, à valeurs dans un produit d'espaces vectoriels normés pour lesquelles la notion de dérivée 
partielle est remplacée par celle de différentielle partielle. 


2.3. Différentielle d’une application composée 


On considère dans ce paragraphe ( un ouvert de R°?, Q’ un ouvert de R?, f une application définie de { à 
valeurs dans RP vérifiant f(Q) C (/, g une application définie de (” à valeurs dans un espace vectoriel normé 
F. Soit encore a € ( et b = f(a). Avec ces notations on a : 


Théorème 2.14. Si l’application f est différentiable au point a et si g est différentiable au point b alors go f 
(qui est définie sur Q) est différentiable au point a et de plus 


D(go f) = Dy(f(a) o Df(a). 


La démonstration de ce théorème est dans le principe analogue à celle du cas des fonctions de la variable 
réelle. On laisse au lecteur le soin de retrouver ce cas particulier à l’aide de l’énoncé précédent. 


2.4. Inégalité des accroïissements finis 
On rappelle d’abord qu’étant donné deux points a et b de R"”, le segment fermé d'extrémité a et b (noté 


[a, b]) est l’image de l'application À à valeurs dans R°” définie sur [0,1] par À :t+ a+t(b— a). On définit de 
manière analogue les segments ouverts et semi-ouverts que l’on notera respectivement Ja, b[ et ]a, b] (ou [a, b[). 


Théorème 2.15. Soit Q un ouvert de R”, f une application de Q à valeurs dans un espace vectoriel normé 
F, a un point de { et h € R” tel que le segment [a, a + h] soit inclus dans Q. On suppose que l'application f 
est continue en tout point de [a, a + h] et différentiable en tout point de |a,a + h[. On suppose de plus qu’il 
existe M réel positif majorant en tout point de ]a, a + h[ la norme de Df. On a alors 


If(a+h)— f(a)l < MIRI. 


Ce théorème résulte de l’application de la classique inégalité des accroissements finis pour le cas des fonctions 
de la variable réelle et à valeurs dans un espace vectoriel normé F, à l'application @ définie sur [0,1] par 
pitr f(a+th). C’est un bon exercice de calcul différentiel d’écrire dans le détail cette démonstration. 


Corollaire 2.16. Soit f une application différentiable d’un ouvert convexe Q de R”? à valeurs dans un espace 
vectoriel normé F dont la différentielle est majorée en norme sur Q par un réel M positif. On à alors 


Vay)e®,  [f(y)— f(x) < Mly- xl. 
Autrement dit, f est M-lipschitzienne sur Q. 


L'hypothèse de convexité assure que pour tout (x,y) € O2, le segment [x, y] est inclus dans Q. 


Corollaire 2.17. Soit f une application différentiable d’un ouvert convexe Q de R”? à valeurs dans un espace 
vectoriel normé F, dont la différentielle est nulle en tout point de {. Alors f est constante sur (1. 


En fait, il suffit de supposer l’ouvert Q® connexe pour ce dernier corollaire : un point a étant choisi dans un 
ouvert connexe de R””?, tout point b de l’ouvert peut être joint à a par une ligne polygonale incluse dans 
Q. L’inégalité des accroissements finis (appliquée avec M = 0) montre que f prend la même valeur en deux 
sommets consécutifs de la ligne, ce qui entraîne f(a) = f(b). 


Dans le cas des applications à valeurs numériques, on peut écrire une égalité des accroissements finis : 
Théorème 2.18. Soit Q un ouvert de R”, f une application de Q à valeurs dans R, a un point de Q et 


he R” tel que le segment [a, a + h] soit inclus dans (. On suppose que l’application f est continue en tout 
point de [a,a + h] et différentiable en tout point de |a, a + h[. Il existe alors 0 €]0, 1[ tel que 


f(a+h)— f(a) = Df(a+60h):h. 


La preuve résulte de l’application de l’égalité classique des accroissements finis à la fonction à valeurs réelles 
4 définie sur [0,1] par vitre f(a+th). 


3. Différentielles d’ordre supérieur 


3.1. Notion d’application n fois différentiable 
8.1.1. Applications deux fois différentiable 


Soit Q un ouvert de R””, f une application différentiable de Q à valeurs dans un espace vectoriel normé F et 
on considère l'application D f définie sur Q et à valeurs dans £L(R"”', F) (qui est un espace vectoriel normé de 
dimension finie). Si Df est différentiable sur Q on dit que f est deux fois différentiable sur (. L'application 
D(Df) définie sur Q à valeurs dans L(R"”, L(R”, F)) est appelée différentielle seconde (ou bien : d'ordre 2) 
de f. On la notera D?f. 


On remarque qu’il existe une isométrie canonique (un isomorphisme algébrique, conservant la norme) 
entre l’espace vectoriel normé L(R"”, L(R"”, F)) et l’espace Lo(R°”, F) des applications bilinéaires définie sur 
R’? et à valeurs dans F. 

Elle fait correspondre à w € L(R”, L(R”, F)) la forme bilinéaire & € L2(R”, F) définie par 


V(x, y) € (R”)?, P(x, y) —P'x:y, 


où w-x € L(R”,F) désigne l’image par y de ER"etop-x.yeF, l’image par &-x de y. 


3.1.2. Applications n fois différentiable 


On définit la notion d’application n fois différentiable par récurrence. 
Pour un espace vectoriel normé F, on définit d’abord par récurrence la suite d’espace vectoriels normés 
(LR, F)hhenx par 


L'(R",F) = L(R",F) ; pourn >2 L'(R",F)= LR, LR", F)). 


Exemple : on a L?(R",F) = L(R”,L(R",F)). 


Comme pour le cas n = 2, on dispose d’une isométrie canonique entre l’espace vectoriel normé L'(R",F)) 
et l’espace L,(R”,F) des applications n-linéaires définies sur R’* et à valeurs dans F. À 4 élément de 
L'(R”,F) elle fait correspondre ® € L,(R”,F) définie par 


V(a1,t2,..., Zn) ER)", D(x1,2,..., En) = P'L1: La... Tn, 


avec une convention d'écriture généralisant celle ci-dessus. 


On pose alors : 


Définition 3.1. Soit Q un ouvert de R”, f une application de Q à valeurs dans un espace vectoriel normé 
F. L'application f est n fois différentiable sur l’ouvert Q si les deux conditions suivantes sont remplies : 
(3.1-1) l'application f est n — 1 différentiable sur l’ouvert Q ; 

(3.1-2) l'application D"! f (définie sur Q à valeurs dans L"!(R", F)) est différentiable sur l’ouvert (. 

On note alors D" f = D(D"-!f ) et cette application est appelée différentielle d’ordre n de f. 


Définition 3.2. Avec les notations de la définition 3.1, on dit que l’application f est de classe C” sur l’ouvert 
Q si les deux conditions (3.1-1) et (3.1-2) sont vérifiées et si de plus D"! f est de classe C! sur l’ouvert Q. 


Soit Q un ouvert de R”, f une application de ( à valeurs dans un espace vectoriel normé F'. Les propriétés 
suivantes découlent des définitions : 


Proposition 3.3. 

(1) Si f est n différentiable sur ( alors pour tout entier k vérifiant 0 < k < n — 1, f est de classe CF sur Q 
et l'application DF f est n — k fois différentiable sur Q. 

(2) Si pour tout n € N* l’application f est n fois différentiable sur alors f est de classe C” pour tout n € N. 


On pose enfin : 
Définition 3.4. On dit que f est de classe C® si, pour tout n € N, f est n fois différentiable sur (1. 


Exemple.- Soit F un espace normé. Une application linéaire u € £L(R"”,F) est de classe C©. Elle est en 
effet différentiable en tout point de R””, de différentielle elle même. L'application Du : R° — LR”, F) est 
donc constante, différentiable et de différentielle nulle. On en déduit que les différentielles d’ordre supérieur 
ou égal à deux de u sont nulles. 


3.2. Propriétés algébriques des applications n fois différentiables 
Les propriétés suivantes se démontrent par récurrence : 


Théorème 3.5. Soit ( un ouvert dk” et n un entier positif. L'ensemble des applications de Q à valeurs 
dans un espace vectoriel normé F n fois différentiables (resp. de classe C”) sur Q est un espace vectoriel réel. 


Théorème 3.6. Soit ( un ouvert de R”° et n un entier positif. Une application f de Q à valeurs dans R? 
est n fois différentiable sur Q (resp. de classe C”) si et seulement si chacune des applications composantes de 
f est n fois différentiable (resp. de classe C”). 


Théorème 3.7. Soit Q un ouvert de R’’, Q’ un ouvert de R?, f une application définie de Q à valeurs 
dans RP vérifiant f(Q) € Q’, g une application définie de (’ à valeurs dans un espace vectoriel normé F et 
n un entier positif. Si l'application f est n fois différentiable sur Q (resp. de classe C”") et si g est n fois 
différentiable sur Q’ (resp. de classe C”), l'application go f, définie sur (, est n fois différentiable sur Q (resp. 
de classe C”) 


On remarque que le théorème 3.7 entraîne le théorème 3.6. En effet on dispose des deux relations : 


Df=YiaNoDf; VieN», Df;=P;oDf, (3.1) 


où N; est la ji injection canonique de R dans R? et P; la j'è"€ projection canonique de R? sur R. 
Les applications N,; et P; sont linéaires et continues (on est en dimension finie) et donc de classe C® : le 


théorème 3.6 découle alors immédiatement des relations (3.1). 


3.3. Propriétés de symétrie des différentielles d’ordre supérieur 


Ces propriétés sont fondamentales et de démonstration relativement délicate. On énonce un premier résultat, 
concernant la différentielle seconde. 


Théorème 3.8. Soit Q un ouvert de R”, f une application définie de Q à valeurs dans un espace vectoriel 
normé F deux fois différentiable sur Q. On a alors, en tout point a de Q, 


V(hk)E(R")?, D?f(a)-h-k= D?f(a)-k-h. 


La démonstration du théorème 3.8 utilise de manière assez fine la définition de la différentielle seconde. Il se 
généralise à un ordre de différentiation n quelconque par récurrence sur n. 


Théorème 3.9. Soit n > 0 un entier, Q un ouvert de R””, f une application définie de (Q à valeurs dans un 
espace vectoriel normé F, n fois différentiable sur (Q. Pour toute permutation o de N, et pour tout point a 
de Q, on a 


V(h1, ho,..., hn) € (R”)", D" f(a) ch1-h2o-....hn = D" f(a) ; Ro) | RS(2) Jia Ro(n): 


3.4. Dérivées partielles d’ordre supérieur et théorème de Schwarz 


3.4.1. Notion de dérivées partielles d’ordre supérieur à 1 


N 


On considère dans tout ce paragraphe une application f définie sur un ouvert Q de R”? à valeurs dans un 
espace vectoriel normé F. 

On suppose que l’appplication f possède sur Q une dérivée partielle par rapport à la °°" variable (0 < à < m) 
notée ?L (définie sur Q à valeurs dans R?). Si cette application possède une dérivée partielle par rapport la 


‘ième 


j variable (0 < j < m), on dira que f possède une dérivée partielle seconde. On utilisera l’une ou l’autre 
des notations, pour tout a € Q, 
0 ,0 0? 
(LL y(a) = TE (a) = fr. (a). 
Oz; Ôt; Ox;0t: ue 
Dans le cas particulier ou l’on dérive partiellement deux fois par rapport à la même variable, on notera 
of of 
TjOTi tre 


On laisse au lecteur le soin de définir plus généralement la notion de dérivée partielle d’ordre n, pour n > 3. 


Avec ces notions, on montre le résultat suivant, généralisation du théorème 2.18 : 


Théorème 3.10. Soit n > 0 un entier, Q un ouvert de R””, f une application définie de ( à valeurs dans un 
espace vectoriel normé F. Les deux assertions suivantes sont équivalentes 

(1) l'application f est de classe C” sur Q. 

(2) l'application f admet des dérivées partielles (par rapport à chaque variable) d'ordre n continues sur Q. 


3.4.2. Le théorème de Schwarz 
On énonce d’abord le théorème pour des applications deux fois différentiables : 
Théorème 3.11. Soit f une application d’un ouvert Q de R” à valeurs dans un espace vectoriel normé F.. 
Si f est deux fois différentiable sur l’ouvert Q, on a 
D D 
@) = 
Ox:07; Ox;0t; 


En particulier lorsque f possède des dérivées partielles secondes continues la relation (3.2) est vraie. 


V(i,5) € (N)°, Vae Q, (a). (3.2) 


La preuve de la première assertion repose essentiellement sur la propriété de symétrie des différentielles 
d'ordre deux énoncée au théorème 3.8. La deuxième assertion vient du théorème 3.10 : si f possède des 
dérivées partielles continues f est en particulier deux fois différentiable. 


Voici le théorème général qui demande un peu de soin dans son énoncé : 


Théorème 3.12. Soit f une application d’un ouvert Q de R” à valeurs dans un espace vectoriel normé F 
et nn > 3 un entier . Si f est n différentiable sur l’ouvert (, on a pour toute application p de N, dans N, et 
pour toute permutation o de N, 
0" f 0" f 
Va € Q, a) = a). 3.3 
dxp(1) 07) (2) * Gares! 0% po0(1)0Tpoo(2) *** Papeete! 3) 


3.4.3. Notion de matrice hessienne 


On se place dans cette sous-section dans le cas particulier d’une application f définie sur un ouvert Q de R” 
et à valeurs réelles. Nous supposerons f deux fois différentiable. On définit alors la matrice hessienne de f 
en un point a € Q (notée Hess f(a)) par 


of œf œf 
oz? (0) Dee (a) Fe 0%10%m (a) 
of dF La Ci 
Hess (a) _ PE (a) Ôx2 (a) Fos a 
œf œf | œf 
OtmOT1 (a) OT mO0xZ2 (a) di Ox2 (a) 


Comme f est supposée deux fois différentiable cette matrice est symétrique. On retiendra que cela est en 
particulier vrai lorsque f est de classe C? (au moins), ce qui se “contrôle” sur l'expression des dérivées 
partielles seconde. 
On montre facilement que la matrice hessienne est la matrice de la forme bilinéaire associée à D?f par 
l’isomorphisme canonique entre les espaces L(R”?, L(R",R?)) et L2(R",R?) décrit plus haut. On en déduit 
ki 
k2 
VaeN, V(h,k)e(R”}), D’f(a):h-k=(h1,h2,.…., Am) Hess f(a) ; ; 
km 
où l’on à posé h = (h1,h9,...,hn) et k = (k1,k2,...,km). 


4. Formules de Taylor 


4.1. Position du problème et notations 
4.1.1. Position du problème 


Il s’agit d'étendre aux applications définies sur des ouverts de R?” les différentes formules de Taylor con- 
nues pour les fonctions de la variables réelles. Dans ce qui suit, sauf exception mentionnée, les applications 
rencontrées seront à valeurs dans un espace normé F'. 


4.1.2. Puissance symbolique d’une différentielle 


On considère une application f définie sur un ouvert Q de R”” à valeurs dans un espace normé F. On se 
donne encore un point a de { et un entier n strictement positif. 

On supposera que f est n fois différentiable au point a, c’est-à-dire qu’il existe un voisinage ouvert W de a, 
inclus dans A sur lequel f est n — 1 fois différentiable et que l’application D"! f définie sur W à valeurs dans 
L' TIR", F) est différentiable au point a. 

On pose alors : 


Définition 4.1. On appelle puissance symbolique d’ordre n de la différentielle de f au point a l’application, 
définie sur R”' et à valeurs dans F, par 
hi D'f(a)-h"= D'f(a)-h-h-....h (h répété n fois)). 
On démontre que l’on a 
0" f 
VheR”, D''f(a)-h" = h ch @)-..h (n) 
2 0 D Op 0p(2) *** PE p(n) 


(a), 


où la somme est étendue à tous les éléments p de F(N,, Nh) et ou l’on a écrit h = (h1,h2,--- ,h»). 
P 


Le théorème de Schwarz permet des regroupements dans la somme précédente. On obtient, pour tout h € R”?, 


n! O7 f 
D" ÉR (ph) 2. (him )2r 
f(a) on 2: œla!...Qm! (1) (Ra) (lim) Ori 0xs? ...Otm" (a) 


Il existe une règle mnémotechnique pour retenir ce résultat. On écrit symboliquement : 


[rm] 
DH -h" = [DS(a)- nf = | (++ (| 


et on développe comme s’il s'agissait d’une puissance n°°"*, On remplace ensuite dans chaque produit 


GÉRN PA CORAN ORAN of 
(uw) (Gw) Hs GE a) par Da One dur (a). 


4.1.3. Notations et énoncé du problème 


Dans la suite on considère une application f définie sur un ouvert Q de R”? à valeurs dans un espace normé 
F. On se donne encore un point a de { et un entier n strictement positif. 

On supposera que f est n fois différentiable au point a, c’est-à-dire qu’il existe un voisinage ouvert W de a, 
inclus dans A sur lequel f est n — 1 fois différentiable et que l’application D"! f définie sur W à valeurs dans 
LI (R?,R?) est différentiable au point a. 


Pour tout h, vecteur de norme assez petite pour que a + h appartiennent à E, le vecteur 


r(R) = fa +) — (a) = Dep D S(a) + R* (1) 


est défini. 

La fonction h + r(h) ainsi définie sur un voisinage du point a s’appelle le reste d’ordre n (au point a) et on 
traite de deux questions. 

(1) Donner une propriété asymptotique locale de la fonction hk + r(h), lorsque le vecteur À tendant vers 0. 
C’est le théorème de Taylor-Young. 

(2) Donner une majoration de r(h) sur un voisinage du point 4, ou mieux, sous des hypothèses plus forte une 
expression de r(h). Il s’agit des différentes formules de Taylor-Lagrange. 


4.2. Théorème de Taylor-Young 


Théorème 4.2. Soit n un entier positif, ( un ouvert de R”, F un espace vectoriel normé, a un point de Q 
et f une application de Q dans F. Si f est n fois différentiable au point a, le reste d’ordre n au point a, r(h) 
vérifie 


r(k) = 0 (|A|"). 


La preuve de ce théorème se fait par récurrence sur l’entier n et se trouve être sensiblement distincte de celle 
du théorème analogue, pour le cas des fonctions de la variable réelle. 


4.3. Inégalité de Taylor-Lagrange 


Théorème 4.3. Soit n un entier positif, Q un ouvert de R””, F un espace vectoriel normé et f une application 
de classe C” définie sur ( à valeurs dans F. Soit de plus un segment [a, a + h] inclus dans ( et M un réel 
positif. Si f admet une dérivée (n + 1)*"* bornée par M sur Ja,a + h[, on a 


n+1 
ICS MAN /( +1)! 
Ici, la preuve de ce résultat résulte de l’application de l’inégalité de Taylor-Lagrange, dans le cas d’une fonction 
de la variable réelle, à la fonction composée vtr f(a+th). 


Remarque. Dans le cas particulier ou l’application f est à valeurs numérique, on écrit le reste de Lagrange. 
Plus précisement : 


Théorème 4.4. Soit n un entier positif, Q un ouvert de R”' et f une application de classe C” définie sur Q 
à valeurs réelles et un segment [a, a + h] inclus dans Q. Si f admet une dérivée (n + 1)*"* sur Ja, a + Al, il 
existe un réel 0 €]0, | tel que 


r(h) = D'#f(a+8h)-httt. 
4.4. Formule de Taylor avec reste intégral 
Théorème 4.5. Soit n un entier positif ou nul, Q un ouvert de R””?, F un espace vectoriel normé et f une 


application de classe C"*1 définie sur Q à valeurs dans F et [a, a + h] inclus dans Q. On a 


CA pr fa +th)-h"tldu. 


Là encore, ce résultat résulte de l’application du théorème analogue établit dans le cas d’une fonction de la 
variable réelle, à la fonction composée vtr f(a+th). 


4.5. Application : recherche d’extrema d’une fonction numérique de plusieurs variables 


On considère dans cette section, une application f définie sur un ouvert de Q de R’”? à valeurs réelles. On 
rappelle les définitions d’extremum et d’extremum strict : 


Définition 4.6. (1) Un point a de Q est un minimum local (resp. maximum local) de f s’il existe un voisinage 
W de a (inclus dans () tel que 


VzEeW, f(x)Zf(a) (resp. f(x) < f(a)). 


(2) Un point a de est un minimum local strict (resp. maximum local strict) de f s’il existe un voisinage 
W de a (inclus dans () tel que 


VxEeW\{a}, f(x) > f(a) (resp. f(x) < f(a)). 


(3) Un point a de Q est appelé extremum local (resp. extremum local strict) de f si a de Q est un minimum 
ou un maximum (resp. minimum strict ou un maximum strict) de f. 


On démontre à l’aide de la formule de Taylor-Young des conditions nécessaires pour qu’un point a de Q soit 
un extremum : 


Proposition 4.7. -Condition nécessaire du premier ordre. 
Si l'application f est différentiable au point a et si f admet un extremum en a alors Df(a) est nulle. 


Proposition 4.8. -Condition nécessaire du deuxième ordre. 

Si l'application f est deux fois différentiable au point a et si f admet un minimum (resp. maximum) en a 
alors 

(4.8-1) Df(a) est nulle ; 

(4.8-2) D? f(a) est une forme bilinéaire (symétrique) positive (resp. négative). 


Dans la condition (4.8-2) on considère (ce qui est légitime) D? f(a) comme une forme bilinéaire. On rappelle 
que dire qu’elle est positive, c’est dire que la forme quadratique associée à D? f(a) est positive, soit que 


VRER", D?f{a)(h,h) > 0. 
Bien sûr, D? f(a) est négative si —D?f(a) est positive. 


Remarque.- La proposition 4.7 s'applique en particulier lorsque f est de classe Clet la proposition 4.8 
lorsque f est de classe C?. 


On donne maintenant une condition suffisante : 


Proposition 4.9. On suppose l'application f deux fois différentiable en a un point de et que Df(a) est 
nulle. 

(1) Si D? f(a) est une forme définie positive (resp. négative) alors f possède un minimum (resp. maximum) 
local strict en à. 

(2) Si D?f(a) est une forme non dégénérée, et non définie alors f n’admet pas d’extremum relatif au point a. 


La proposition 4.9 repose sur les propriétés des formes quadratiques non dégénérées, positives ou négatives. 


Remarque.- Rappelons que la matrice de D? f(a) est la matrice hessienne de f au point a et que D?f(a) 
est définie positive si et seulement si elle est de signature (m,0). Rappelons quelques critères pour étudier la 
positivité de D? f(a) (ou de Hessy(a) par abus de langage) : 

(1) la matrice Hess;(a) est définie positive si, et seulement si, toutes ses valeurs propres sont strictement 
positives ; 

(2) la matrice Hess (a) est définie positive si, et seulement si, ses mineurs principaux sont strictement positifs ; 
(3) la matrice Hess;(a) est définie négative si, et seulement si la matrice — Hess,(a) est définie positive. 


Enfin, dire que D? f(a) 
signature est du type ( 


est non dégénérée c’est dire que det (Hess-(a)) # 0. Si elle est non définie c’est que sa 
p,q) avec p + q = m et pq À 0. 
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CALCUL DE PRIMITIVES 


À Delcroix Principales méthodes et techniques de calcul 


Ce document ne constitue pas un cours sur l’intégrale de Riemann. On se borne à en rappeler 
les principales propriétés et à décrire les principales méthodes de calcul effectif de primitives, 
qu'on illustre par de nombreux exemples. On renvoie le lecteur intéressé aux documents : 
e Construction de l'intégrale de Riemann-propriétés essentielles (site megamaths : http://per- 
so.wanadoo.fr/megamaths/ad/adaccueil.html) 
e Intégrale de Riemann (http://plates-formes.iufm.fr/guadeloupe/moodle/), 


pour une présentation de l'intégrale de Riemann. 


Le calcul des primitives, jadis sujet par excellence pour des exercices << taupinards>> devrait 
perdre ce rôle, puisque des systèmes de calcul formel sont de plus en plus intégrés aux petites 
calculatrices (tous les exemples de ce document ont été vérifiés grâce à Maple©). On insistera 
donc davantage sur les méthodes qu'il reste nécessaire de connaître et sur le contrôle de validité 
des résultats, qu’ils soient obtenus à la main ou à la machine. (En particulier, cette dernière ne 
donne pas les domaines de validité des calculs effectués.) 


1. NOTION D'INTEGRALE DEFINIE d’une fonction continue 


1.1. Introduction : approche heuristique de l’intégrale de Riemann 


Soit a et b deux réels fixés, avec a < bet f : [a,b] — R*. Un des buts de l'intégrale de Riemann 
est de définir et de calculer l’aire de la partie P comprise entre l’axe des x et le graphe de f : 


P = {(x,y) € R?°, x € [a,bl], O£< y /(e)E. 


Pour ce faire, on subdivise l'intervalle [a, b] en intervalles [x;,x;11] (0 < 4 < n, n entier, x = a, 
Tn = b) et on remplace f sur [x;,;,1] par une constante h;. Cette constante peut être une 
valeur prise par f sur cet intervalle (somme de Riemann) ou bien un max ou un min de f sur 
cet intervalle (somme de Darboux). On note que ceci suppose f bornée, une des limitations de 
l'intégrale de Riemann. On somme ensuite les aires des rectangles de longueur x;+1 — x; et de 
hauteur h;. Une fonction sera dite intégrale au sens de Riemann si les sommes obtenues, soit 
., (ti41 — ti) h;, tendent vers une limite 7 (indépendante du choix des x; et des h;) lorsque 
le pas (x;+1 — x;) tend vers 0, dans un sens à préciser. 

C’est la formalisation de cette démarche qui constitue le la théorie de l’intégrale de Riemann. 


1.2. Intégrale de Riemann des fonctions continues 


Dans la suite de ce paragraphe a et b désignent deux réels fixés, avec a < b. 


Définitions 1. 
i. On appelle subdivision de l'intervalle [a, b] toute suite finie o = (xi)o<i<n (n > 1) de points 
de [a, b] vérifiant 


a = Xo, En = 6: MEflLssme. Lit < Li: 
ii. On appelle pas d’une subdivision o = (x;)o<i<n le nombre à (a), égal à 


0e) = ue (x; — xi_1). 


Exemple 1. Soit n un entier supérieur ou égal à 1 et 


h— 
Vie{0,…..,n}, x:=a+i _ 


La subdivision o = (x;)o<i<n s'appelle la subdvision régulière de {a,b] de pas (b — a) /n. 
Définition 2. Soit [ab], f : [a,b] — R, o = (xi)o<i<n, une subdvision de a, b] et Tr = (ti)1<i<n 
une suite de points de [a, b]. telle que 

Wells nes Li Sbil Tr (14) 
La somme 

R(F, 0,7) := Yaris — ti-1)f(ti) 
est la somme de Riemann relative à la fonction f à (0,7). 
Exemples 2. i. Soit f € F (la, b],R) constante, avec f(x) = c, pour tout x € [a,b]. Pour toute 
subdivision © = (xi)o<i<n, et suite T = (ti)i<i<n vérifiant 1.1 on a 

R(F,0,T) = Fam — ti-1)f(ti) = Da (ui — %j-1)c = (b—a)c. 


ii. Soit g € F([0,1],R) définie par avec f(x) = x, pour tout x € [0,1] Soit n € N* et on — 
(Xni)o<i<n la subdivision de pas régulier 1/n. Choisissons T = (ti)1<i<n avec tai = i/n = Ti. 
On a 


à 
en 
à 
=. 
| 
è 


: 1 
Goma) = ns ang) = LS LISE Star 


Théorème 1.1. Soit f € F([a,b],R) continue. Il existe un réel | tel que : pour toute suite de 
subdivisions (on),en avec limy_} 0 (on) = 0, on a 


l= lim RL 0m 


n— +00 


quelque soit le choix de points (m),en respectant, pour chaque n, la condition 1.1. 


[ras 


qu'on lit <<somme de a à b de f(x) dx >> ou bien << intégrale de a à b de f(x) dx >>. On appelle 
parfois ce symbole une intégrale définie, pour indiquer que les bornes sont données, à l’inverse 
du cas des primitives, dans la section 2. 


On note ce réel 


Exemple 3. On reprend l'exemple 24. On a, pour toute subdivision o = (ti)o<i<n, et suite 
T = (t)i<ien vérifiant 1.1, 


R(F,0, 7) = Yates — di 1) f (ti) = aa — di1e = (b— a) c. 


D'où l'existence de lL et sa valeur 


f'rou-6-oe 


Remarques 1. 

i. Le théorème 1.1, admis ici, ne donne pas de moyen de calculer le nombre F f(x) dx. Dans 
certains cas, on peut calculer la valeur exacte de ce nombre grâce à la notion de primitive (voir 
section 2). Le calcul des primitives est le point important de ce document. 

ii. Cependant, ce calcul peut être fastidieux ou impossible. On recours alors à des méthodes 
numériques de calcul pour approcher ce réel. C’est un important chapitre des cours d’analyse 
numérique. 

ii. Le nombre [ f(x) dx représente l’aire algébrique du sous ensemble du plan compris entre 
l’axe horizontal et le graphe de f. Nous admettons ce résultat ici. 


1.3. Propriétés de l’intégrale 
1.3.1. Propriétés algébriques 


Théorème 1.2. Relation de Chasles.- Soit (a,b,c) € R° avec a < c <bet f € F([a,b],R) 
continue. On a alors 


JF) dx = JE f(x) dr + [Of (x) dr. (1.2) 


La fonction f étant continue sur [a,b] est continue sur [a, c] et [c,b] ce qui donne un sens à 
l'inégalité 1.2. 


Théorème 1.3. Pour tout (f,g) € F([a,b],R})° continues et tout (À,u) € R?,on a 
Je Se) + ug(æ)) de = Je f(x) dx + p fi g(æ) da. (1.3) 


Autrement dit, l'application 7 définie sur C ({a, b] , R) ensemble des applications continues définies 
sur [a,b] par 1(f) = LG) dx est une application linéaire. 


1.3.2. Inégalités classiques 


Soient a et b deux réels tels que a < b. 


Proposition 1.4. Soit f € F([a,b] ,R) continue sur l'intervalle [a, b]. On suppose que : Vx € 
[a,b], f(x) > 0. Alors 


[rez 


Preuve.- Soit f comme dans l'énoncé. Pour toute subdivision à = (ti)5<;<, de [a,b] et tout 
choix T = (æ;)1<i<n satisfaisant la condition 1.1 on a 


S(F,0,T) = D 1 (mé = tn) fe). 0: 


L’inégalité large persiste par passage à la limite lorsque le pas de ©& tend vers 0. 


Corollaire 1.5. Soit (4,4) € (F([a,b] ,R))° continues sur l'intervalle [a, b]. On suppose que : 


Vx € [a,b], y(x) < (x). Alors 
b b 
/ p(x) dr < | (x) dr. 


Preuve.- L'application f = Ÿ — 4 est continue, positive sur [a, b]. On a donc 
b b b b 
0< | f(mar= [ (va) -6(0) dr = | vtrar- f ptdr 


cette dernière inégalité par linéarité de l’intégrale. 
Il vient donc : te p(x) dx < [°Y(x) dx.0 


Remarque 2. Soit f € F([a,b],R) continue sur l'intervalle [a, b] positive et non nulle en un 
point de [a,b]. On peut démontrer (cf. TD) que : P ide 0 


On tire de la remarque 2, par contraposée, la proposition suivante. 


Proposition 1.6. Soit f € F (la, b] ,R) continue sur l'intervalle [a, b] positive telle que "in ft de 
0. Alors f est nulle sur [a, b]. 


Proposition 1.7. Soit f € F([a,b] ,R) continue sur l'intervalle [a, b]. On a 


' * f(x) dx 


Preuve.- On rappelle que si f est continue, la fonction |f| est continue, ce qui donne un sens 
à l'inégalité 1.4. Pour toute subdivision o — (Ti)ocien de {a,b] et tout choix T = (ti)i<i<n 
satisfaisant la condition 1.1, on à 


SAT, 6,7) = Dir — mi) | Gi) 2 ini — 21) f Gi) = ISF 0,7). 


L’inégalité large persiste par passage à la limite. 


b 
< [dr (14) 


1.3.3. Formules de la moyenne 


Proposition 1.8. Inégalité de la moyenne.- Soit f € F([a, b] ,R) continue sur l'intervalle {a, b] 
et m et M tels que Vx € [a,b], m < f(x) < M. Alors 


m(b — a) < f? f(x) dx < M(b— a). (1.5) 


Preuve.- On applique le corollaire 1.4 deux fois : d’une part à la fonction constante égale à m 
et à f ; d’autre part à f et à la fonction constante égale à M. 


Corollaire 1.9. Soit f € F([a,b] ,R) continue sur l’intervalle [a,b]. On a 


| * f(x) dx 


Preuve.- On propose deux preuves. 
à. On prend M = supeetg | ()| et m = — supecta y lf (6)| dans l’inégalité 1.5. 
ii. Comme |f(x)| < supgetau |f (6)|, pour tout x € [ab], on a 


[ra 


la première inégalité par la proposition 1.7 et la deuxième par le corollaire 1.5. 


<(b—a) sup |f(6)|: 
£ela.b] 


b b 
< | |f(æ)| d< | sup |f ()| de < (b— a) sup | EI, 


£el[a,b] £Ela.b] 


Théorème 1.10. Forme simple du premier théorème de la moyenne.- Soit f € F([a,b] ,R) 
continue sur l'intervalle [a, b] alors il existe c €]a, b| tel que 


L°f(x) dx = f(c)(b— a). 


Preuve.- En effet, f étant continue, on à f ([a,b]) = [m, M] avec m = infecpuu f (€) et M — 
SUPeea,s J (6). L'inégalité de la moyenne entraine 


D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe alors c € [a, b] tel que 


1 
b—a 


f(c) = Ja f(x) dx. 


1.4. Extension de la notion d’intégrale 


Dans ce qui précéde, on considérait deux réels a et b tels que a < b. On propose ici les extensions 
suivantes : 

i. Si f est une fonction (à valeurs réelles) définie en un réel a on pose f" f(x) dx = 0. 

ii. Si a et b sont deux réels avec a > b et f définie et continue sur un intervalle ? contenant a 


et b, on pose 
L°f(æ) dx = — [f(x) dx 


On peut étendre, de manière cohérente, les résultats précédents portant sur les propriétés al- 
gébriques. Soit 7? un intervalle non vide de R. 
i. Soit f € F(1,R) continue et (a,b,c) € I# on a 


[°7(@) de = f° f(x) dx + [°7(x) dx 
ii. Pour tout (f,g) € F(LR) continues, tout (a,b) € 1?, tout (À,u) € R?,on a 
Je (\F(x) + ug(x)) dx = Afef(æ) de + ue g(x) de 


En revanche, il faut n attention aux résultats portant sur les inégalités. Par exemple, soit 
feF(I eu continue, (a 4 € 1? on a alors 


x) dx| < x)| dx x) dx| < |b—a| sup |f(x)|. 


x€|[a,b] 


2. NOTION DE PRIMITIVE 


2.1. Primitive sur un intervalle 
Soit Z un intervalle ouvert non trivial. 


Définition 3. Soit f € F(I,R). On dit que F € F(I,R) est une primitive de f si F est 
dérivable et si F' = f. 


Exemple 4. La fonction p, : x + x", n € N définie et continue R sur possède la fonction 


P:itr es ds comme primitive. (On le vérifie en dérivant la fonction P;.) 


Proposition 2.1. Soit f € F(1,R) admettant une primitive F € F(I,R). Soit G € F(I,R). 
Les deux propositions suivantes sont équivalentes : 

i. la fonction G est une primitive de f ; 

ii. Il existe une constante C ER telle que G=F+C. 


Preuve. 
li. = ii] Posons H = G— F. Comme G est une primitive de F, on a G = F" = f et 
H' = G'—F' = 0. Ainsi H, de dérivée nulle est une fonction constante. Il existe C € R telle 
que 

Vrxel, H(x)=C=G(x) - F(x). 
[éi. = .] De G = F +C, on tire 


Vrel, G'(x) = F'({x) = f(x). 


Ainsi la fonction G est bien une primitive de f. 


Une fonction qui admet une primitive en admet donc une infinité et deux primitives de f différent 
d’une constante. On notera, pour f € F(1,R) admettant F comme primitive 


Î Fe de = Fr) + c 


pour indiquer que toutes les primitives de f s’écrivent comme la somme de Fest d’une constante. 


Exemple 5. Soit n un entier naturel on a 
2 du 1; +C 
n+i | 
Voici les deux résultats fondamentaux de ce chapitre. 


Théorème 2.2. Toute fonction continue admet une primitive. 


Ce résultat est un théorème d’existence. Il ne donne pas de moyen de calcul des primitives d’une 
fonction continue donnée. 


Théorème 2.3. Soit f € F(1,R) continue sur [a, b] et F € F(I,R) une primitive de f. On a 


On notera souvent 


signifiant ainsi que Fest une primitive de f. 


On peut préciser ces résultats de la manière suivante : 


Proposition 2.4. Soit f € F(1,R) continue et a € I. Alors l’application F définie sur I par 
y 
F:yr j f(x) dr 
a 


est de classe C! sur I. C’est de plus la seule primitive de f qui s’annule en a. 


L'écriture précédente possède bien un sens, puisque f est continue sur 7 donc sur l'intervalle 
d’extrémités a et y et le symbole « f* f(x) dx >> est alors bien défini. 


Exemple 6. Reprenons l'exemple 2-ii. Comme [ x" dx = ess +C,ona 


L L LE 
['atar- | er = [Se] =2 


Ce résultat à rapprocher du calcul de sommes de Riemann. On a 


. . jL 1 l 
eee nn G LE x) 2; 


2.2. Application des propriétés de l’intégrale au calcul d’intégrales et de primitives 
2.2.1. Remarques initiales 


Dans la suite, on considérera une fonction f définie et continue en général sur un intervalle 7, 
ou bien sur une réunion finie ou infinie d’intervalles. 

Par exemple, considérons f définie et continue sur deux intervalles 7 et J non triviaux avec 
IN J = GG. Alors f admet une primitive F7 (resp. F5) sur I (resp. J). On peut écrire 


i. sur L': Î Fe dr = Fa +0 de. SU dd à JFG de = Fi(e) + 


La description complète des primitives impose de prendre des constantes C et C” différentes. 


Exemple 7. La fonction x + 1/x est définie et continue sur |—-c, 0[ et ]0,+oo[. On a 
1 . 1 ; 
i. sur [0,+oo[ : | dx =Inxz+C ü. sur |, 0| : Sd=lh(-:) +0 
& 


(En effet la fonction F : x + In(-x) est définie et dérivable sur |—-co,0[ de dérivée g/(x) — 


—1/(-x) =1/x.) 


On rassemble souvent ces deux résultats en écrivant que 
1 
— dr = n|x| +C. 
x 


Mais la description de l’ensemble des primitives de la fonction x + 1/x impose de prendre des 
constantes éventuellement différentes sur ]—0o, 0[ et sur ]0, +oof. 


Exemple 8. La fonction x + tan x est définie et continue sur chacun des intervalles |-7/2 + kn,x/2 + kr 
où k décrit l’ensemble Z. Elle admet des primitives sur chacun de ces intervalles, que l’on cal- 
culera au paragraphe 3.1. 


2.2.2. Tableau de primitives usuelles 
Ce tableau s’obtient par lecture inverse d’un tableau des dérivées usuelles. On note D l’ensemble 
de définition des primitives cherchées. 
L: de de = + C, pour a E Q\{—-1}. Le domaine D dépend de la valeur de a. 
En particulier 
Jar-:+c (D =R); 12 dr =2V/x+C (D =R\) | fa +C (D = 
R*). 


© 


Luis +C (D=]-00,0[U]0, +ool). 


Co 


1 
edx=e+C (D =R); Jo de = er + as0e&ds1 (D=R). 
n a 


ps 


cos x dr = sinxz+C (D =R); Jsinsdr = -cosx +0 (D =R). 


SA 


® de = f (1+tanta) dz =tanx+C (D =Ugez]-7/2+kn,7/2+kr|), 


ie 


sin? TX 


F 1 
Î= de = f (1 + cotan? a) dx = cotanz +C (D = Ugez]km,7 + kr|). 
6. Es: dx = arctanz+C (D=R). 


re dx = arcsinxz+C (D—=]-1,1|. 


= 


1 
8. | dx =] +Va?+1)=argshx (D=R). 
fan (VS) age (DR 


in fx + V1) +C (D =]-00,—1[U]1,+o0f), 
= argchr+C (D=]I,+%|). 


1 
9. =" 


In [x + Va? — 1 +C (D=]-00,-1[U]I, +0), 


= argchz+C (D=]1,+|). 
1 
11 En = }nffil+C (D=],+0[UD=]-1,1{U]1, +00), 
= —arctanhz+C (D=]-1,1|. 


1 
10. | = 


2.2.3. Uilisation des propriétés algébriques pour le calcul de primitives ou d’intégrales 


Principe Soit f € F(1,R) continue, s’écrivant comme une somme (finie) de fonctions continues 
sur Î 


f=fi+f2+...+fn avec pour toutie{l,...,n}, f; continue sur 1. 


Alors 
fra = fat) de + | #2 de +...+ [fi (e) +0 


De même si f = Xg, avec g € F(I,R) continue, on a 
J fear = x fatr az Fe 
Remarque 3. De même, si [a,b] CI, on a 
b b b b 
J Gt) + Rte) +.+ po) de fn du+ [ao d+..+ [y (0) dx 
(0 . (0 k (e2 (2 
| AdCE) dr = x | g(x) dx. 


Exemple 9. On a 


1 1 i 1 1 
4 
L (4rÿ + 22° + x) de = 4 | 2 de +2 | cdr+ | dr =2 | dde 
_1 =i 1 1 =1 


Remarque 4. De manière plus générale, soit la fonction polynôme 


P(&)= » ar. 


En combinant le principe énoncé plus haut et le calcul des primitives usuelles, on a 


CNT io, in 
] Peas = > © ee 
3. INTEGRATION PAR CHANGEMENT DE VARIABLE 
Dans une expression du type P f (x) dx l'élément f (x) dx s'appelle souvent l'élément différen- 


tiel. Le calcul de primitives par changement de variables est basé sur des transformations de 
cet élément différentiel lorsque celui ci possède des formes particulières. 


3.1. Changement de variable direct 
3.1.1. Enoncé du principe et application au calcul de primitives 


Principe Soit f € F(I,R) continue sur l'intervalle 1, 6 € F(J,R) avec 6 (J) C I dérivable. 
Alors l'application x + f (p(x))w'(x) définie sur J admet F o comme primitive, où F 
est une primitive de f. En effet, on a 


VzEJ, (Fo) (x) = F'(p(x))v'(x) = f (p(x)) w'(x). 


On écrit cela abusivement 
JF (e(x))v'(x) dr = Fop+k. 
De manière plus précise si (a, 8) € J? (intervalle de définition de w) on a 
LS (x) (0) de = [F (GE = [A FC) du 


Ce principe est à utiliser pour calculer des primitives ou des intégrales définies dans lesquelles 
l’élément différentiel se présente sous la forme 


—— dx (q désigne ici un rationnel positif). 


Exemples 10. 
à. La fonction tan est définie .  . sur chaque intervalle ]-7/2 + kn,r/2+ kr|, k décrivant 
Z. Ona [£dr=-ff(e (x) dx avec f(x) = 1/x, y(x) = cosx. D'où 


COS TZ 


a. = —In|cosx| +C, 


sur chaque intervalle ]-x/2 + kx,7/2 + kr. 
ii. On a, sur R, 
f sin? x cos x dx = ff (p(x))g'(x) dx 
avec f(x) = x? et w(x) = sinx. D'où 
sin° x 


3 + C. 


p sin? x cos x dr = 


Dans la pratique on écrira souvent les calculs sous la forme 


LS (e(x)) (x) dx = J'f(y) dy avec : y = (x), dy = p'(x) dx, 
= F(y) +C, où F est une primitive de f, 
= F(p(x)) + C. 


3.1.2. Le cas d’une intégrale définie 


On dispose de deux méthodes : 
i. On calcule une primitive de la fonction sous le signe «< < f >> (sans se préoccuper des bornes) 
et on achève le calcul en utilisant la formule fondamentale : 


LES (tx) v'(x) dr = [& (x) , 


où ® est la primitive calculée de la fonction sous le signe << f > ». 
ii. On effectue le changement de bornes dans l'intégrale 


[°F (e 2) de = JE F(y) dy. 


r/2 


Exemple 11. Soit à calculer sin? 


x cos x dx. 
0 
i. Première méthode. On a (cf exemple 10) 


3 


f sin? x cos x dx = — Se 
D'où ; ji 
m/2 5.3 T 
| sin? x cos x dx — E "| = 1/3; 
0 3 Jo 


ii. Deuxième méthode. On a 


r/2 sin(r/2) 
| sin? x cos x dt = [l y° dy (on pose y = sinr, dy = cos x dx), 
0 s 


in 0 


1 " r/2 
=} y? dy = E = 1}3. 
0 3 Jo 


3.2. Changement de variable inverse 
3.2.1. Enoncé du principe et application au calcul de primitives 


Soit f € F(I,R) continue sur l'intervalle 7, 6 € F(J,R) dérivable telle que w (7) = I. Posons 
gi f(o(t))y (©. 
Considérons G une primitive de g. On a donc 
JF (e (6) p'(6) dt = G(E) + C: 
Par ailleurs, pour toute primitive F de f, on a 


[fG@(t))s'(t) dt=F(p(t))+0C' 
Ainsi 
F(p(t)) = G(E) + C”. 


Si 4 possède une fonction inverse w-!, on a 


F(x) = G (p7{(x)) +C" 


Ainsi, une primitive de F s'obtient en composant G avec l'inverse de 4. C’est le principe du 
changement de variable inverse. 


Principe Soit f € F(I,R) continue sur l'intervalle Z, 6 € F(J, 1) avec y (J) = I de classe C! 
bijective : 
FE j  & #& 
th vf) =  f(e()) 


où Gest une primitive de la fonction g :t+ f(p(t))s'(t) 


Une primitive de f s'écrit Gogw”! 


Dans la pratique, on écrira 


JF (x) dr = ff(p(6)p/ (8) dt avec : x = p(t), dx = '(6) dé, 
= G{t)+C, où G est une primitive de t ++ f (g(t))w'(t), 


= G (7 1(x)) +C. 


10 


Exemple 12. Considérons la fonction f définie sur |—1,1[ par f(x) — 1/V1 — x?. Cette fonc- 
tion est continue sur cet intervalle et y admet donc des primitives. On constate que la fonction 
th g(sint) possède une écriture simple 


f(sint) =1/V1—sin?t = 1/|cost| 


Pour t € ]-x/2,7/2[, on a cost > 0 d’où f(sint) = 1/cost. On écrit 


1 
dx = fs cost dé avec : x = sint, dx = costdt, t € |-7/2,7/2|, 
cos 


1 
a — x? 


fidt=t+C=arcsinx +C, pour x e]-1,1|. 


Cet exemple montre une manière de retrouver cette primitive usuelle. 
Exemple 13. Soit f définie sur ]—1,1[ par f(x) = V1—-4x?. Ona 


JV1-zx2dx = f'costcostdt avec : x = sint, dx = costdt, t € ]-7/2,7/2| 


1 
= j'cosidi s (1 + cos 2t) dt (Car cos 2t = cos? t — sin? t — 2 cos? t — 1), 


1 sin 24 1 
= — (+5 }+c- 3 ( +costsint) +C. 


Or, pour t € ]-*/2,7/2|, on a cost = V/1-—sin?{ (car la fonction cos est positive sur cet 
intervalle). D'où 


1 
JvViede 5 (t+sintvi- sin?t) +C, 
= — (aresin æ + 1 7) +C, xe]-1,1[. 


2 


ni 


3.2.2. Le cas d’une intégrale définie 


On rappelle qu'avec les notations précédentes, on a 


17® dr = G{(p7"(x)) +C 


où G est une primitive d ela fonction t  f(p(t))p/(t). 
D'où 


SPF (e) de = [G (p74{x))]e = G (671 6))-G (671 (a)) = COQ = [D (etE))e (6) de. 


Ceci justifie les deux mêmes méthodes que pour le changement de variable directe : 
i. on calcule une primitive de la fonction sous le signe somme (sans se préoccuper des bornes) 
et on achève le calcul en utilisant la formule fondamentale : 


fe f(x) de = [F(x)L . 
1 


où Fest la primitive calculée de la fonction sous le signe << f > > c’est-à-dire F = Got; 
ii. on effectue le changement de bornes dans l'intégrale 


JP (a) de = JE SCD) (0 dt = (GIE 


où Gest la primitive calculée de la fonction t  f(p(t))/(t). 
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Exemple 14. Soit à calculer LR 1-2? dx. 
i. Première méthode. On a (cf exemple 12) 


[MT à = ; (aresin x + #1 — +?) +C, xe]-1,1|. 


D'où 
1/2 1/2 
1/1 — x? dx = Ë (arcsinr + #1 #?)| — ae 


0 


ce 


0 
i. Deuxième méthode. On a 


1/2 arcsin(1/2) 
Vi=#às- | costcostdt avec : x = sint, dx = costdt, 
0 a 


rcsin 0 


r/6 1 r/6 
— | cos? t dt — : (1 + cos 2t) dt, 
0 2 Jo 


: Ê (+ me) | _r , va 


2 2 , 2 '8 


3.3. Applications du changement de variable 


On insiste pour dire qu'il s'agit de retenir les méthodes de calcul de primitive et non 
le détail des calculs qu'il convient de refaire à chaque fois. (Ou de faire faire par 
une calculatricead hoc.) 


dx (a 0) 


3.3.1. Primitives de la forme /f 


1 
Vaz? + bx + c 


On commence par écrire le trinôme ax? + bx + c sous forme canonique : 
2 2, 0 C b\? D? 4ac 
ax” +bxæ+c=alx +-x+-)=al{x+—) —-———|). 
a a 2a 4a 
3 cas se présentent. 


A=bP-4ac>0eta>0: on a alors 


À PF . A 
a tiaes à (( =) 1) avec 77 > 0. 


Aa 


Le changement de variable # = (2ax + b) / À ramène au calcul d’une primitive du type K f dt. 


1 
VB 1 


Rappelons que 


ln (4 V8) +6 pour HSE 


A=b-4ac<0eta>0: on a alors 


2 
PR (es) H) avec 250. 
(42 


4a VAN 


Le changement de variable { = (2ax + b) / À ramène au calcul d’une primitive du type K f 


ten (ee Ven) <a 


7 
VB+I 


avec 


12 


A=bP-4ac>0eta<0: on a alors 


1 

Le changement de variable { = (2ax + b) / À ramène au calcul d’une primitive du type K | ——=— dt, 

g ( )/ P ype K J = 
avec . 

—— dé = arcsint + C' pour ft] < 1. 
= pour |# 

Remarque 5. Le cas b? — 4ac < 0 et a < 0 donne une fonction nulle part définie. Enfin, le cas 
b? — 4ac — 0 et a > 0 donne une fonction se simplifiant en 


— | ——— dx 

va / [x — b/2al 

dont on cherche les primitives séparément sur chacun des intervalles ]—co, b/2a[ et ]b/2a, +oof. 
Exemples 15. Le lecteur appliquera les méthodes décrites ci-dessus pour vérifier que : 


_ 22—1 2 : . ; 
ds lt In (2 + Eat +1) +C = arcsinh & (1) +C 


di. | + 
Bi. [de = he (2 + à 2x2 + x + 1) + C = aresinh & (x + 1) +. 


dx = arcsin (x — à) +C'; 


3.3.2. Primitives de la forme | ne 
Var? + bx + à 
ab 
On écrit ax +=  (2ax + b) + 8 — 2. D'où 
_ar+8 a 2ax + b ; ( a) / dr 
an 2a J Var? +bx+c 2a Vaz? + bx +c 


Le changement de variable u = ax? + bx + c, du = 2ax + b permet le calcul de la première 


primitive 

2 b 

| (ar +br+0) +C. 
2a ax? +bx +c a 


La deuxième appartient aux types étudiés au paragraphe 3.3.1 précédent. 
Exemple 16. Le lecteur vérifiera que 


2x — 2 2% +1 1 
= 
V=r+r+1 V-r+z+1 V-x2+x+1 


2. 


= 24/(x? — x +1) — arcsin 


Il précisera le domaine de validité de ce calcul. 
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3.3.3. Primitives de la forme / L 


————— ——————— d> 
ax + B) Var? + bx + c 


Le changement de variable y = 1/ (ax + B) ramène à une intégrale de la forme 


" 
ay? + by + c! 
qui appartient aux types étudiés au paragraphe 3.3.1 précédent. 


1 
Exemple 17. Soit à calculer near 


(2x +2) Va? +r+1 


On pose y = 1/(x+1). D'où dx = — dy/y? (on travaille sur chacun des intervalles ]-co, —-1| 
et ]1, +oo|) 


1 1 
Ed 
ere yV/1/y? —1/y+1 F 
On a 


1 1 2 1 
Pour "0 ef = are À (7-5) +0 
yVTL a = 1/y +1 Vi —-y+1 v3 2 
1 1 2 1 
Pour y< 0: fe a 2 arcsinh VE fu à) + 
yV1/u? — 1/y +1 p—y+i 3 


2 
D'où, finalement 


ut 1 æ—-1 
— AC — —— 
‘ V3r+1 
1 z—-1 


1 1 

pour æ >—1l: ee 

yV/1/92 — 1/y +1 Vu -y+1 
1 1 

pour &æ < —1: de = art + . 

yVT/y? = 1/y +1 Vi y+1 v3x+1 


3.3.4. Primitives de la forme f Var? + bx +cdx 


Comme au paragraphe 3.3.1 on commence par écrire le trinôme ax? + bx + c sous forme 


canonique : 
à 3. D. b\?  b?— 4ac 
az“ +btr+c=alrx +-x+-|—-a T+—) ————— |, 
a a 2a Aa? 


3 cas se présentent. 


+C, 


A=bB-4ac>0eta>0: on a alors 


2 
on (2) 21) avec 2 >0 
a 


4a A 


Le trinôme admet deux racines distinctes x1 et x2 avec æ1 < %2. La fonction sous le signe 
intégral, est définie sur ]—-co, x1[ et ]x2,+oo[. On pose alors 


2 
Sn ax + b 


avec € = —1siz < x e=1six > x. (3.1) 


La racine carrée s'écrit Vaa? + bx + c = VA/(24/a) V ch?t — 1 = VA/(2,/a)|sht|. Cependant, 
la valeur absolue peut être omise, la relation 3.3.1 assurant que t est positif. Ainsi, avec x = 
(EA cht — b) / (2a), dx = (EAsht) / (2a) dt, est on ramené au calcul d’une primitive de 


K [star 
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h2t—1 1 1 1 1 
5h? —_ CAT — = sh 24 — = = =chiéhé= = 
Î tdt | 5 dt 1° St+C 5€ tsht 5t+0 


expression que l’on réécrit en fonction de x. 


A=bB—-4ac<0eta>0: on a alors 


A ff2 / A 
tire à (( ue?) a) vec = 7 0 


4a A 


2ax + b 


On pose ici sht = .On ramené au calcul d’une primitive de On ramené au calcul d’une 


primitive de X f ch?tdt. On à 


h2t+1 1 1 1 1 
J'attat= FE are Fohat+ += Sateht+ + G 


expression que l’on réécrit en fonction de x. 


A=b-4ac>0et a<0: on a alors 


À 2ax + b\? À 
2, | — ss 
ax” + bx + c a Ê ( ) | avec pr > 0; 


Le trinôme admet deux racines distinctes æ1 et x2 avec æ1 < x2. La fonction sous le signe 
intégral, est définie sur ]x1,æ2]. On pose alors sint = (2ax +b) /A avec t € [—-x/2,7/2|, 
cost dt = (2a/A) dx. On est ramené au calcul d’une primitive du type Æ f cos? tdt (Il n’y a 
pas de valeur absolue, la fonction cos étant positive sur [-7T/2, r/2] 


s2t+1 1 1 
footar = RE ae = Fsinat+ +=; sinécost + gt + C! 


expression que l’on réécrit en fonction de x. 


Remarque 6. Le cas b? — 4ac < 0 et a < 0 donne une fonction nulle part définie. Enfin, le cas 
b? — 4ac = 0 et a > 0 donne une fonction se simplifiant en 


a | Lib Dal ds, 


dont on cherche les primitives séparément sur chacun des intervalles |—-oo,b/2al et ]b/2a, +. 


Exemples 18. Le lecteur appliquera les méthodes décrites ci-dessus pour vérifier que : 


1 2x —1 
[Var tar = 2 (0-1) x2—x+1 +am( et Ve =ÿ+ +0 


1 3 à 1 
= — (2x — 1) Va? — x +1+ -arcsinh — s-;) LC: 


sueuhZ (s-5 
à) . 2 1 
JV +s+1é - (2x — 1) Carre D + Eur D (e- 5) +0: 
V5 
2 1 == 
J vz +vrids 2 


ns 


Se 


8 


(2x + 1) (x? + x +1) + 


1 
| Co 
Te 
ND 
& 
+ 
— 
+ 
[ro 
8 
ND 
+ 
à 
+ 
HR 
LL 
+ 
Q 


n 
8 


&lr 
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4. INTEGRATION PAR PARTIES 


4.1. Principe 


Soit (f,g) € F(L,R) (J intervalle réel) dérivables sur Z et à dérivée continue sur 7. On rappelle 
que 
(F9) = fg + fa. 


Ainsi, une primitive de fg! est égale à fg— H où H est une primitive de f’g ce qu’on peut noter 


Jf(x)g'(x) dx = fg — [ f'(x)g(x) dx, 
Jfdg = fa — Jadf. 


De manière plus précise, pour tout (a,b) € I?, on a 
Jef (æ) g'(æ) dx = [f (x) 9 (ae — Jef’ (æ)g (x) da. 
avec [f (x) g(x)la = f (6) g (b) — f (a) g (a). 


4.2. Applications au calcul de primitives 


4.2.1. Les expressions du type f P(x)y(x) dr, où P est un polynôme et (x) = sinwr, 
COSWT, EXP @T. 


Principe Si @ est une fonction comme sin, cos, exp, on posera f = P et g = w. (Moyen 
mnemotechnique : on fait baisser le degré du polynôme dans le terme intégral du membre 
de droite.) 


Ce principe est justifié par le fait que les primitives des fonctions citées est d'expression simple. 


Exemples 19. 


i. Calcul de JE sin x dx. On pose f (x) = x et g (x) = sinx. On peut écrire 
J ssinc dr = x(— cost) — | (— cos x) dx = —x cos x + Jossdz = —-$to85+sinr +C. 


1 
1 
ii. Calcul de | rexp > de. On pose f (x) = x et g (x) = 3 XP&. On a 
0 


1 1 1 1 1 
1 1 1 1 il 
| re°/? dx = EE - [ —e* dr = ES — ge) = —. 
0 2 o Jo 2 2? 0 2 lo 2 
Remarque 7. Il est parfois nécessaire de faire plusieurs intégrations par parties successives. 


Exemple 20. Calcul de Je sin2rdr. On pose f (x) = x? et g'(x) = sin2x. D'où 


1 
[= sin 2x dx = nd COS 27 + Jess 2x dx. 
Puis f (x) = x et g (x) = cos 2x. D'où 
1 . 1 . 1 . l 
x cos 2x dx = Jtsin2x * sin 2x dx — Jtsin2x + 3 205 27. 


D'où, finalement 


1 1 1 
x? sin 2x dx = D à cos 2x + 3® sin 27 + 2 cos 2x. 
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4.2.2. Les expressions du type / P(x)p(x) dx, où P est un polynôme et = Inx, arctanx 


Principe Si @ est une fonction comme Inx, arctanx, on posera g = P et f — 4. (Moyen 
mnemotechnique : on augmente le degré du polynôme dans le terme intégral du membre 
de droite.) 


Ce principe est justifié par le fait que les dérivées des fonctions citées sont des polynômes, ou 
des fractions rationnelles. 


Remarque 8. Par extension, on utilise le même principe pour les fonctions inverses des fonc- 
tions trigonométriques ou hyperboliques dont les dérivées sont des racines carrées de fractions 
rationnelles. 


Exemples 21. 
i. Calcul de Jude. On pose g'(x) = 1 et f(x) = Inx. On peut écrire 


1 
fusdr=she- fardr-she- fidr-sme-2+0 
» 
ii. Calcul de f= arctan x dx. On pose g' (x) = x et f(x) = arctanx. On a 


t de L . 7 d 
rctan — rctan à 
x arctan x dx 5% arctanæ 5 5 de 


x? +11. 


On note que : Li cl oO 21 


2 
1 
Jde frar- [dr = 2 - arctan + C. 


LL 1 1 
x arctan x dx = © arctan æ — 5 arctan x + 5® + C. 


D'où 


Remarque 9. Dans l'exemple ci-dessus, on peut choisir comme fonction g la fonction x + 
à (Ge + 1) ce qui simplifie le calcul. On a 
1 


1 
EE = | ?+1) arctanz—,7+0C 


] sarctan dr = : (x? + 1) arctan x — 5) (x° + 1) 


4.2.3. Les expressions du type f e*sinwr dr, f e% coswx dr (avec à £ 0 et w 0) 


Etudions par exemple f e%sinwx dx. On procède par double intégration par parties. Posons 
f(x) = e% g'(x) = sinwx. On a donc 


. 1 a 
e% snuwzx dx = ——e% coswx + — | e coswx dx. (4.1) 
w w 
Posons f(x) = e% et g'(x) = sinwx. On a 
2 
a a 4 (02 : 
— | e* coswx dr = —e* sinwx — — | e”sinwr dr 
w w w 
D'où, en remplacant dans (4.1) 
o QT .: 1 ax CRETE 
1e. e"” sinwz dr = ——e cosux + —e" sinwx + C. 
w w w 
D'où 
w a 
= —— —_— € 
a? + w? a? + w2 
Ainsi, le principe consiste ici à retrouver l'intégrale initiale dans le membre de droite, après deux 
intégrations par parties. 


eT cCosWT +  snmwrz + C 


os sinwr dx = — 
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4.2.4. Remarques 


Remarque 10. Dans la pratique, on pourra employer deux autres méthodes, pour trouver des 
primitives du type f e%sinwx dx, f e% coswx dx : 
i. Utiliser les fonctions à valeurs complexes. On a 


e% sinwrz = Im (EEE) = Im (etarie) . 


On admet ici que 


1 _i 
fee de = ———eletiw)z LC = _ e(a+iw)t LC C constante complexe, 
a + 1w af +w 
ee? 


2 + w2? 
aT 


ax : 
Je sinwx dx = Im a (a — iw) (er) + C”, C' constante réelle, 


we . 
de (—w coswx + asinwx) + +C. 
a 


ii. Utiliser un procédé d’indentification. On retient des calculs précédents que toute primitive de 
la fonction 6 : x + e%sinwx est du type ® : x + e% (A coswx + Bsinwx) +C. On identifie 
alors &’ et o, soit 


P'(x) = e% ((aœA +wB) coswr + (aB — wA)sinwr) = e*sinwr. 


D'où le système d'équations linéaires en (A, B), 


aA+wB 
—wvA+aB = 1 


Il vient À = -w/ (a? +uw?) et B = a/ (a? +uw?). 


Remarque 11. Le procédé d'identification exposé dans la remarque 10-ii. ci-dessus peut aussi 
être utilisé avec profit pour les primitives du type [ P(x)exp(ax) dx. En effet, on a 


JP@ exp(ax) dx = Q(x)exp(ax) +C, 
où Q est une fonction polynôme de même degré que P. 


Exemple 22. Soit à calculer F Le + 3x — 1) exp(2x) dx. On écrit qu'il existe une primitive 
de la fonction sous le signe << [ >>»s’écrivant 


Ti = (ax? + bx + c) exp(2x). 
Comme T'(x) = (2ax? +2(b+ a)x + 2c+b) exp(2x) on a 
2a=1, 2b+2a=3, 2c+b = —1. 


D'ona=1/2 b=1,é=6=-1lé 
1 


[ (x? + 3x — 1) exp(2x) dr — (5e +x— 1) exp(2e) _ Le _1. 


0 
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5. INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES 


5.1. Quelques rappels sur les fonctions polynômes et rationnelles 
5.1.1. Généralités sur les fonctions polynômes 


Soit P une fonction polynôme non nulle à coefficients réels de degré n. On rappelle qu’on appelle 
zéro ou racine réelle (resp. complexe) de P tout réel (resp. complexe) a tel que P(a) = 0. On 
sait que 


Proposition 5.1. La fonction polynôme P non nulle possède au plus n racines distinctes. 


Proposition 5.2. Soit xo un nombre réel. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes ; 
i. le réel xo est racine de P ; 

it. il existe une fonction polynôme p1 telle que: VxeR, P(x) = (x — x0)P1 (x). 

De plus la fonction polynôme P, est de degré n — 1. 


Si xo est racine de P, il est possible que xo soit aussi racine de Pi (Ceci, si le degré de P; 
est supérieur ou égal à 1). Alors, il existe une fonction polynôme P; de degré n — 2 telle que : 
VreR, Pi(x)=(x-zxo)P(x). D'où: VxeR, P(x) = (x -zxo) P>(x). Ce processus a 
cependant une fin, puisque le degré de la fonction polynôme du membre de droite décroit: il 
existe un entier po (nécessairement inférieur ou égal à n) tel que 


Pli)= = 20) PE xo n’est pas racine de P,, (5:1) 
Ceci justifie la définition suivante : 


Définition 4. On appelle ordre ou multiplicité de la racine x0 de P l’entier po mis en évidence 
dans la relation 5.1. 


Une racine d’ordre de multiplicité 1 est appelée racine simple, d'ordre de multiplicité 2, 
racine double, etc. 


Exemple 23. Le trinôme du second degré.- Soit P(x) = x? + ax + B une fonction polynôme 
trinôme du second degré. On rappelle que : 

i. si «°° — 48 > 0, P possède deux racines réelles simples distinctes : 

ii. si a? — 48 = 0, P possède une racine double (on a alors P(x) = (x — a/2)°) : 

ii. si a? — 48 < 0, P ne possède pas de racine réelle (mais deux racines complexes conjuguées). 


Théorème 5.3. Il existe une écriture, unique à l’ordre des facteurs près de P sous la forme 
P(e) = an[ li Ce — 2)" [in (2? + oça + 85) (5.2) 


où : 

i. les x;, sont les racines de P, de multiplicité r;, 

di. m1 +... +rx +2(s1+...+8)=n, 

ii. les fonctions trinômes x + x? + ax + B; n’ont pas de racines réelles (ce qui équivaut à 
af — 4B; < 0). 


La décomposition (5.2) est souvent appeler la décomposition de P en produit de (fonctions) 
polynômes irréductibles. 


Théorème 5.4. Division euclidienne des fonctions polynômes.- Soit P et Q deux fonctions 
polynômes, il existe un unique couple de fonctions polynômes E et R avec deg R < deg Q tel 
que: P=EQ +R. 
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La fonction polynôme P s’appelle le dividende, la fonction polynôme Q le diviseur, Æ le quotient 
et R le reste. Dans la pratique pour calculer, on dispose les calculs comme une division entre 
nombres entiers (en rangeant les fonctions P et Q selon les puissances décroissantes. 


Exemple 24. Considérons P(x) = 2% + 2° — x? +2, Q(x) = x? — x + 2. 


Exemple 25. En première étape, on divise x* par x? et on fait apparaître le reste sous le 
dividende : 


2 . 


En deuxième étape on divise 3x° par x 


m0 = +9 | g-7402 
3x — 3x? +2 | x? +3x 


La division est terminée, puisque la fonction polynôme encadrée est de degré strictement nférieur 
à celui du diviseur. 


5.1.2. Généralités sur les fractions rationnelles 


On appelle fraction rationnelle toute fonction f s’écrivant 


f(x) = P(x)/Q(x) 


où P et Q sont deux fonctions polynômes, la fonction polynôme étant de plus supposée non 
nulle. 

Une telle écriture de f sous forme de quotient de fonctions polynômes n’est pas unique. Mais, 
il en existe des privilégiées, celles ou la fraction P(x)/Q(x) est irréductible : 


Définition 5. On dit que P/Q est irréductible si l’une des conditions suivantes équivalentes 
est vérifiée : 

i. il n'existe pas de fonction polynôme S non constante (donc de degré supérieur ou égal à 1) 
telle que simultanément P = SP; et Q = SQ:, où P; et Q1 sont des fonctions polynômes ; 

ii. les fonctions polynômes P et Q n'ont pas de racine complexe commune. 


L’équivalence entre 1. et ii. provient des remarques suivantes. 
1. si P et Q ont une racine commune à alors il existe p et q, deux fonctions polynomes telles 
que 


P(x) = (x—a)p(x)  Q(x) = (x — a)q(x). 


La fractions rationnelle P/Q n’est pas irréductible. 

2. S'il existe des fonctions polynômes S (de degré supérieur ou égal à 1), Pi et Q1 telles que 
P = SP; et Q = SQ:1, S admet au moins une racine réelle ou complexe et P et Q ont une racine 
commune. 


Dans la suite, on considérera toujours une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible. 


On appelle pôle de f tout zéro (on dit aussi racine) de Q. Supposons Q de degré n. La fonction 
Q possède au plus n zéros. La fonction f est donc définie sauf au plus en n points. Ainsi, 
l’ensemble de définition de f est une réunion d’au plus n + 1 intervalles. Sur chacun de ces 
intervalles, on démontre que f est continue, et même indéfiniment dérivable. 
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Exemples 26. 
i. Considérons f(x) = (x*+ 2x? — 3x — x° +1) /(x° — 1). Cette fonction n’est pas à à priori 
définie en x = 1. Posons 


P(x)=12" +92 -3p-241 Q(x)=2" 1. 
On remarque que x = 1 est racine de P et Q. On a 
P()=(r-1)(&+27-1) Q(x)=(r-1) (2 +x+1). 


Posons p(x) = 2° + 2x — 1 et q(x) = x? + x +1. On remarque que q n’a pas de racine 
réelle (son discriminant est strictement négatif) : les racines complexes de q sont les nombres 
j=—1/2+iVv3/2 et ÿ? = 5 = —1/2 — iV3/2 qui n’annulent pas P (On rappelle que ÿ° = 1). 
Ainsi Q n’a pas de racine commune avec P. Ainsi la fraction rationnelle p/q est irréductible. 
ii. Considérons g(x) = (x° + x +1) /(x*— 2x? +1). On remarque que : 
Q(x)= 24-92 +1= (221) = (x 1) (x +1). 

Aucune des racines de Q n'est racine de P(x) = x° + x +1. Ainsi, la fraction rationnelle P/Q 
est irréductible. L'ensemble de définition de g est ]Ï—-oo,—-1[U]-1,1[U]1,+oof. 
5.2. Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle 
On rappelle le théorème fondamental suivant. 
Théorème 5.5. Soit P/Q une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible, avec 

Q() = ani (6 — 25) Tin (6° +ase +8)", (5.3) 
avec af — 48; < 0 pour j —1,...,l. 


Il existe une fonction polynôme E (éventuellement nulle) une somme $ et une somme T unique 
à l’ordre des termes près, tels que sur l’ensemble de définition de P/Q on ait 


P(x) = Ex) +3 Six) + DT (x). 


où chaque 5; et T; s'écrit 


b; 1 b; 2 bee . 
S; = —— + — +. + ———, ri=1,..,k 
Ab en 2) 7 entr EPS pour à 
: d; d; Cis:T + dis. 
T;(x) __ CT + dj, + Cj,2X a 7,2 dE J;83 9:85 


D +oz+f; (2 +a;x +8) (a? +a;z +85) 
Dans cette écriture : 
i. les coefficients (bim)ic;ep 1emer: (Cimhicjaiicmes, : (dimhi<jari<mes, sont des constantes 
réelles à déterminer ; 
it. E est le quotient de la division euclidienne de P par Q. En désignant par À le reste, on a en 
fait 
k 1 

R(x)/Q(x) = Xi Si(x) + 55-17; (x). 
La décomposition d’une fraction rationnelle comprend donc les étapes suivantes : 
i. on détermine Æ et R en effectuant la division euclidienne de P par Q (cette étape est donc 
inutile lorsque deg P < deg Q : dans ce cas, ona E =0et R=P): 
ii. on détermine la décomposition de Q en produit de (fonctions) polynômes irréductibles, don- 
nant l'écriture 5.3 ; 
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ii. on détermine la décomposition théorique de R/Q en éléments simples, en appliquant le 
théorème 5.5 ; 
iv. on calcule les coefficients de la décomposition en éléments simples. 


Il existe plusieurs méthodes de calcul des différents coefficients. Nous présentons dans les ex- 
emples ci-dessous un kit de survie qui permet de conduire ces calculs sinon le plus rapidement 
possible, du moins avec efficacité et sécurité. 


Exemple 27. Considérons f(x) = (x*+ 2x — 1) /(x° —1). Posons 
P(z)=2t +91 Q(x)= 7-1. 
On à P(x) = (x* +25 — 1) = (x$ — 1)x + 3x — 1. D'où 


3x — 1 
| 


f(x) = x + 


avec Q(x) = x — 1 = (x—1) (x? + x +1).D'après le théorème 5.5, il existe (b,c,d) € R tels 
que 
3z—1  b CT +4 


— ne | 
2-1 x—-1 2x+x+il 
Plusieurs méthodes existent pour déterminer b, c, d : la plus simple reste de réduire au dénom- 
inateur commun le membre de droite et d'identification membre à membre, ce qui donne 


3—1=(b4c)x +(b-c+-drtb-d. 


D'où 
0 — b+c, 
3 — b—-c+d, 
—1 = b-d. 
Puis : b — 3, c— 3, d = 2. D'où, finalement, 
4 
2x — 1 2 1 2% —5 
… ” 


x — 1 3(æ—1) 322+æ+1 


Exemple 28. Considérons g(x) = (4° +x +1) / (x* — 2x? +1). 
P(x)=2+æ+1 Q(x)=2* 92 +1=(2 1) = (x—1) (+1). 


Ici la partie E est nulle puisque deg P < deg Q. Selon le théorème 5.5, il existe (a,b,c, d) € R* 
tels que 
P() a +x+il a b ë d 
EE 5.4 
Q(x) (æ—-1) (x+1) (&-1) (x-1ÿ (æ+1) (x+1ÿ o 


On propose deux méthodes pour déterminer a, b, €, d. 


Première méthode.- Les termes b (resp. d) s'obtiennent en mutlipliant l'identité (5.4) par (x — 1)? 
(resp. (x + 1)°) et en faisant x = 1 (resp. x = —1) dans l'égalité obtenue 


g'+atl | s=lat=i) - _… 
Gant Dete- D (En) 
a +r+l _ 112 : b 


D'où 
b= 3/4 (resp. d = —-1/4). 
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En multipliant l'identité (5.4) par x et en faisant tendre x vers +co, on obtient 
l=û4+c 
Une dernière équation peut être obtenue en faisant x = 0, soit 
1=-a-b+c+d. 


D'où finalement a = 1/4, b = 3/4, c = 3/4, d = —-1/4. 


Deuxième méthode.- On procède comme dans l’exemple 27, en réduisant au même dominateur 
et en identifiant, ce qui donne 


m+x+l=(a+c)r +(a+b—-c+d)x?+(-a+2%b-c—-9d)r-a+b+c+d. 


D'où 
1 = a+c, 
0 = a+b—-c+d, 
1 = —-a+2b-c—2d, 
1 = —-a+b+c+d, 


et a = 1/4, b=3/4, c= 3/4, d= 1/4. 


5.3. Pratique de la recherche de primitives des fractions rationnelles 
5.3.1. Méthode 


Le calcul des primitives d’une fraction rationnelle P/Q comprend deux étapes : 
i. la décomposition en éléments simples de P/Q 


P(e) = E(e) + ia ( L +) 


D—m% (æ—%) (x — x)" 


ry_ (sus +dn cart dge Get tdie 
Pa +ar+ (2+ar+p;) (ae +a;r+8)] 


ii. Comme l'intégration est une opération linéaire, il suffit alors de déterminer une primitive de 
chacun des éléments simples. On constate qu’il y a 5 types de primitives à calculer. 


5.3.2. Calcul des primitives des éléments simples 


Dans ce qui suit, il ne s’agit pas de retenir le détail de calcul, mais les méthodes. 


Primitive de E. Il s’agit d’une fonction polynôme : cf. remarque 4. 


Primitive d’éléments du type 


On a f dx = Bln|x— a| +C. 
E—@ 
ss B 
Primitive d’éléments du type &ar (m > 1). 
on 
B B 1 
On à | ——% de = ——— +c. 
es Lim (2 07 
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cx + d 
x? + ax + B 

GE+d. _£& + d — (ca) /2 
r+axz+B 222+ax+B 2x+ax+8 


ê 2x +a C 2 
= =] C. 
TErrerL 5 In (x + ax + B) + 


Primitive d’éléments du type avec o? — 46 < 0. 


On écrit 
On a 


! 


Il reste à intégrer une fraction rationelle du type =, Or 
reste à intégr. YP Prat 


2? + ax + B = (42° + dax + 46) = 7 (Gz +) +48 - 07). 


1 
4 
avec 48 — a? > 0. Posons + = 4/48 — a2. Donc 
1 ; 2x + a \? 
x? + ax + B = 3 ((22+a) +) — _ (es) a) ; 


Le changement de variable w = (2x + à) /7 donne (on a dx = (7/2) du) 


, 1 AB! 1 2B [ 1 
B ——__—d=— 5 du — 5 du, 
x? + ax + B é ((2x + à) /7)° +1 v Ju +1 


B' 2B! 2 
= — arctanu + C'= 2 arctan ( +) +C 
7 7 a 


Exemple 29. Soit à déterminer des primitives de la fonction f(x) = Dr à On vérifie que 
x? + 
le dénominateur n’a pas de racines réelles. On écrit f sous la forme 
é+l . L 25+1 1 1 


a +r+2 DA Ed 0e 


_ +1 1 1 1 
de 
Re DS 
1 F2 ic + . 
On a alors &? + æ +2 =} ((2x +1)? +7). D'où 


| 1 d = | 1 d 2% +1 
2 | ———_——— 4x = = | ———— du avec u — . 
2 | x2+x+2 V7 J w+1 4/7 


Le lecteur vérifiera que tous calculs faits, on obtient 


Jr sn (et +2 +9 + arctan = PÉ 
— cx + d 
Primitive d’éléments du type Gi + où + 
Dé ct +d LC 2x + a Æ d — (ca) /2 
(x2+ax+8B)"  2(x2+ax+8)"  (x2+ax+8B)" 
. Sd +0 
2J (x?+ax +8)" 2(1—m) (x2 + ax + B)"71 


B! 


Il reste à intégrer une fraction rationelle du type Gi + ar + 
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On commence par mettre l’expression sous forme canonique 


1 1 
Tr dr=K | (u2 +1)" ‘ 


en posant u = (2x + à) /7 comme ci-dessus. On écrit alors 
1 uw? +1 u? 
——ñ du = | —-—du- | ——-%d 
en : fe : ess " 


1 u? 
ace for 


Le terme souligné s’écrit (1/2) f &’ (u) / (ç(u))"udu. On procède donc par intégration par 
parties 


É u? [l u . L 1 l [l 1 F 
——ñï du= | ——ÿudu = u u. 
(u2 +1)" (u2 +1)" 2(1 — m) (u? + ion 2(1—m) J (u? + in de 
D'où 
| 1 2m — 3 | 1 __. L 1 . 
RS PRE ENT U = ————— DEEE RER U EN à à can Us 
(u? +1) 2(m—1)J (u2 +1)" 2(m — 1) (u2 +1)" 


On a ainsi diminué l’exposant du dénominateur dans l’élément souligné restant à intégrer : une 


récurrence finie ramène à l'intégrale canonique f AE) du. 
u 


Exemples 30. À titre d'entrainement le lecteur pourra vérifier que : 
Te 
—; du = =—— + —<arctanu 5 
(u2 +1)? 2u2+1 2 


ä. | L  — = +” L de 0 
"J'(u2+1Y  4(u2+1ÿ 8w+1 8 | 


5.3.3. Exemples 


On va reprendre les exemples 27 et 28. 


Primitives de la fonction définie dans l’exemple 27. Rappelons que 


De a D] 2 1 2% —-5 
ED > — = ————, 
x — 1 3(x—1) 32x?+r+1 
2 1 2x+1 1 
= — ___ 
T5 hdi x2+x+i 
D'où 
Rs  ] = nf rer) +2 ee 
———— dx = —+-Inz-1|-=In(rx+x ——— dx. 
x — 1 2 3 3 2 +r+1 
On a 


1 1 4 1 27 +1 
2 ————— dx =8 | ———— dx = — | —— du (On pose u — ; 
ee. la res ORP v3 ) 


4 2 1 
= arctan ( _ }+a 


#+2r—1 #2 1 4 2x +1 
EE +3lhlx 1| Gin (++ 1) + act ( }+a 
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Primitives de la fonction définie dans l’exemple 28 On a 


x +r+l 1 3 3 1 


——— "= © + —————— + ———— — ——. 
(æ—1)*(x+1)? 4(x-1) 4(x-1ÿ A(t+1) 4(x+1) 
D'où : à à 
a +x+l1 1 il 1 I 
ie — ic 
frere D Nr ra Peer 


Le lecteur trouvera d’autres exemples dans la suite du document. 


5.4. Calcul d’intégrales définies 


Soit P/Q une fraction rationnelle. On peut calculer toute intégrale définie Fi Pix)}/Olr) de 
lorsque l'intervalle [a, b] ne contient pas de pôle de Q. On dispose des deux méthodes déjà 
évoquées dans la section 3 : 

i. on détermine une primitive de la fonction sous le signe somme (sans se préoccuper des bornes) 
et on achève le calcul en utilisant la formule fondamentale : 


Jef (x) de = [F(a)k , 
où Fest la primitive calculée de la fonction sous le signe << f > > c’est-à-dire F = Go ar M 
it. on effectue les changementsde bornes convenables dans l’intégrale au fil du calcul 
= —1 
Jef () de = [D Fe(t)}7/ (6) di = [GE 1 
où Gest la primitive calculée de la fonction t + f(p(t))/(t). 
- x$ + 9x4 
En, 
12% + 87< — 4x — 167 + 16 
On effectue d’abord la division euclidienne de P(x) = x$ + 9x* par Q(x) = x4 + 8x? — 4x° — 
16% + 16. On obtient 
2 + 07% = (x? + 4x + 17) (2° + 8x? — 4° — 16x + 16) + 52° — 88x° + 2087 — 272. 
——— ——] 
R(x) 


Exemple 31. Soit à calculer | 


On remarque que 2 est racine de Q. D'où 
24 + 8x? — 4x — 167 + 16 = (x — 2) (x? +4). 
On écrit la décomposition théorique de R(x)/Q(x), soit 


522% —88x° +208x—272 a - b 0 
24 +82? — 4x8 —167+16 x —-2 (x-2) 22+4 


Par identification, on obtient a = 47, b = 26, c = 5, d = 0 soit finalement 
P{x) 2 47 26 x 
EE A HT © EE ———© Hi — 

Q(x) m2 (x 2)” a? +4 


D'où 


L'P(x) 1 
dæ= | x? + 4x + 17) dx 
Loc "| 
En L 1 Lx 
+ 47 dx + 26 ——— dr +5 ——— dx. 
le 22 ee ° er sd 


1 


Puis 


[3 dr = E + 27? + 1e : 


= 104/3 + 471n(1/3) + 52/3 = 52 — 471n(3). 


+47[n(2- x) ]!, —26 ER 
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6. INTEGRATION des fonctions rationnelles TRIGONOMETRIQUES et HY- 
PERBOLIQUES 


6.1. Les polynômes trigonométriques 


On appelle fonction polynôme trigonométrique toute fonction s’écrivant 
Î(X) = Y jiniedmn COS” t Sin" ZT  Am,n Constantes réelles. (6.1) 


En raison des propriétés de linéarité, il suffit de savoir calculer les primitives de fonctions du 
type zx + cos” xsin” x pour déterminer les primitives de f. 


6.1.1. Calcul des primitives de x + cos” xsin” x, avec l’un au moins des entiers m ou 
n impair(s) 


i. Si m est impair, on pose m = 2p + 1. On a alors 
| cos” x sin” x dx = | cosP+l x sin" x dx = / cos? sin” x cos x dr, 
= | (1 — sin? æ) sin” + cos x dx. 


On pose alors { = sinx, dé = cosx dx, ce qui ramène au calcul d’une primitive de fonction 
polynomiale. 


ii. Si n est impair, on pose alors & = cos x, dt = — sin x dx. On est également ramené au calcul 
d’une primitive de fonction polynomiale. 


Remarque 12. Ce procédé s'étend au cas ou l’un des deux entiers m ou n est nul, l’autre étant 
alors impair. 


Exemples 32. 


3 


i. Considérons | cos? x sin? x dx. On a 


Jo x sin? x dx = [ (1 = sine #) sin? æ cos x dx = [l (1 — t) t dt avect =sinx, 


à 1 1 
=Z-R+C=ssnr--sinz+C. 


ii. Considérons | cos x dx. On a 
Jos a = | (1 — sin? x)” cos x dx : | (1 — 2)” dt avect =sinx, 
2 1 2 1 
=t— + st + C' = sinx — gsm + gsinæ+C. 
iii. Considérons | cos? x sin° dx. On a 
Jo æ sin° x dx = Jo x (1— sin? x) sinrdr, 
_ - fe (1 — t) dt avec t = cosx, dt = —sinx dr, 
2 


1 1 
RO 
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iv. [ cos x sin° dx. Les deux exposants étant impairs, on peut indifférement poser t = sin x ou 
t = cos x. Le lecteur vérifiera que l’on obtient par les deux méthodes 


1 1 
Jos sin s da = sn r— gsnr+c, 


1 1 
= —7 cos" x + +cos" x + C”. 


6.1.2. Calcul des primitives de x + cos”’xsin”" x, m et n pairs 


On exprime la fonction dont on cherche les primitives sous la forme de cos x ou de sin x seuls. 
On est ramené à calculer des primitives du type f cos? x dx ou J sin? x dx. Pour ce faire, on 
linéarise la fonction à intégrer en utilisant les formules d’Euler 


e!? + e . e!? _— e !? 
COST = ———— sSNnE = ——— 
2 2i 


Exemples 33. 


i. Considérons / cost x dx. On à 


x —ix\ 4 
l 1 :: 3. 1 : 1 : 
cos x _ (: — ) - Ta + ” de . F de Je EE 


{ l 3 
g cos 47 + 5 cos 2x + = 


D'où 


1 l à) 1 1 3 
J'oosta dr =  Ecosar + Loos 2e + dr = sine + Ssin 22 + Ee + C. 


ii. Considérons | cos? x sintx dx. On a 


cos? x sin? x — (1 — sin? #) sin? x = sin? x — sin x. 
Or 
x ‘à er — e 7 : il Aix l 2x D 3 1 is D —Aix 
sin" = — 222 
dc DE 16 4 8 4 16 
1 1 3 
= goss — ;cos2z +=; 
PS 9 15 2 3 aix _ À 6ir 
1 s= { 2i ga 32 6° ‘16 6° ‘3° 64 
1 3 15 5 
= — 39 (086% + cor — > cos 2m +. 
D'où 


1 1 1 1 
D ad _ s _ cos —: 2 c08 — 
Je x sin cd = [ (3 cos 6x 16 9547 go2+ x) dx, 


1 . be 1 ln 
= sind — sine + er + sin6x + C. 
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6.2. Les fractions rationnelles trigonométriques 


Il s’agit des expressions du type f(cos x, sin x) ou f est le quotient de deux fonctions polynômes 
trigonométriques, définies par 6.1, soit 


me st Td 
D finie Am,n COS" æ sin” æ 


: nd 
D finie Op,g COSP x sin x 


f(x) = 


mn: Vp,4 Constantes réelles. 


6.2.1. Méthode générale 


On rappelle que 


2 2 1 — tan2(x/2 2t 2 
de COS T — sn (0/2) tan x — ne) 


1+tan?(x/2) ” 1+tan?(x/2) 1—tan?(x/2) 
On va donc ramener la recherche d’une primitive de f à celle d’une fraction rationnelle en t en 
posant > 
t=tin(s/2). d<=mcdant dé Trad 

sin T — 

1 
les intervalles ]2k7, 2(k + 1)r|, :. décrat Z). On cherche donc une primitive sur un de ces 
intervalles. On a 


: 2t 

| 1 2 -2%+1 

Pere fret] aug dt ect tan 2. 
14e us 


Exemple 34. Considérons _. La fonction sous le signe intégral est définie sur 


D’après le théorème 5.5, on a 


Ê-X#+1 ab ct + d 
(14e) + 2 1+42 


Par identification des deux membres, on trouve a = —2, b=1, c=2, d=0. D'où 


ES ei 1 2 1 
fra f(a-ir) dé=--2ml{+m(1+#) +0 


t2(1+42) E + 1 +42 
1 1+8 
=-;+n( = )+c 


| 
EE dx = — cot (x/2) + In(1 + cot?(x/2)) + C 
cos x — 1 


tan x — 

— 1 
intervalles ]r /4 + kr, 57/4 + Ge fs 1e [, k décrivant Z. On cherche donc une primitive sur un de 
ces intervalles. On à 


tanx — 1  — dt 
d= | — dt t=t 2). 
Een [= e =. encens Éu an (x/2) 


D'après le théorème 5.5, on a 


Exemple 35. Considérons La fonction sous le signe << [ >> est définie sur les 


4t __ a b _d+d 
(+é)(2—1) 1 +1 1+82 


Par identification des deux membres, on trouve a = 1, b=1, c=2, d=0. D'où 


dt 1 1 2t 2t 2t 
———————— — —— ——— É = —_ 
encens Fr Fi ne) fe RE) … 


| 
=In|#-1]-Im(1+4#)+C=I Re 


D'où 


JE 1 ” [tan? (x/2) — 1| 1 


cotæ-1 " tan (x/2) +1 
Comme |tan(x/2)| < 1 si et seulement si x € ]-7n/2+2pr,x/2+ (2p +1)r|, on peut peut 
préciser 


tanx — 1 1 — tan? (x/2) 
NE à _r/2 +2 249 
JE d D TC ENS , sur |-7/2+2pn,x/2 + 2pr|, 
tanx—1 tan? (x/2) — 1 
EE qe PET sur ]-7 + 2pr,—*/2 + 2pr| et ]r/2 + 2px,r + 2pr|. 


6.2.2. Méthodes particulières 


En première approche, il n’est pas utile de connaître ces méthodes, bien que souvent elles 
simplifient les calculs. 

Elles sont basées sur des invariances par changement de variable particuliers de l’élément dif- 
férentiel f(cos x, sin x) dx : 

à. si l'élément différentiel est invariant par le changement y = —x, on pose &{ = cos x, 

ii. si l'élément différentiel est invariant par le changement y = 7 — x, on pose t{ = sin x, 

ii. si l'élément différentiel est invariant par le changement y = 7 + x, on pose & = tan x. 


sin æ 


Exemple 36. Considérons [ ET dx. L'élément différentiel est invariant dans le change- 
COS & 
ment y = —x : on a (sin(—x) = —-sinx, d(—x) = —dx, cos(—x) = —cosx. On pose donc 
t = cos x avec dt = —sinx dx. D'où 
sin 
—— dt=-mfi+t+C=-Mm(I S C. 
JE à [= dis RO 


Remarque 13. La méthode générale, exposée au paragraphe 6.2.1, donne ici les calculs suiv- 
ants, 


SIN ILE t à | 
dt= f 2——dt=Inm(1+t# Cs 
Er Jr | 1++#2 ( + + 


= In (1+tan° (x/2)) + C". 
Or 1+tan? (x/2) = 1/cos? (x/2). D'où 
Re 2 1 1 + cos x ——. | , 
Te DORE = in ( 2 }+c = — In (1 +cosx) +In2+C". 


Le calcul est donc légérement plus long. On constate qu'il donne une constante d’intégration 
différente. 


Exemple 37. Considérons | sn 
1 + cos? x 


ment y=7m—-x: on a (cos(r — x) = —cosx, d(r —-x) = —-dx. On pose donc t = sinx avec 


dt = cos x dx. D'où 
COS Z COS T 1 
er ‘ mr : Île 
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dx. L'élément différentiel est invariant dans le change- 


1 1 1 1 1 
© = © ———— + ——— ——— 
2—t2 2/2V2+t 2V2V2-t 


5 
tn) - "(2-1 = +C 


On a . (On procède par identification.) D'où 


D'où 5 
1 2 + si 
| se —- 7” Lee 
1 + cos x 2V2 V2-sinx 
COS x sin æ 
cos? x — sin? æ 
changement y = Tr + x. On pose donc t = tan x avec dt = (1 + tan? x) dx. D'où 


COS x Sin Z tan x d 
dr = | ——— dre À — 4t. 
Ererrr d | 1=tan x | (1—t)(1+%) 


t _1 % 1 % 
(—-#2)(1+82) 41-82 41+4t2 
(On procède par identification.) D'où 


Exemple 38. Considérons ’ dx. L'élément différentiel est invariant dans le 


On a 


t …. à __ +2 2 À 2N 


(Les valeurs absolues sont ici inutiles, car t € [—-1,1].) D'où 


| cos x sin l. liianr 


— — dr = = In ——-— : 
cos? x — sin? x 4 |1—tan?xl 


6.3. Les intégrales du type / sinpx cos gx dx, f sinpx sin gx dx, f cos px cos gx dx 
On transforme les produits en somme, en utilisant les formules 

sin @ COS b — : (sin (a +b)+sin(a —b)), 

sin a sin b = ; (cos (a — b) — cos (a +b)), 

COS & COS b = : (cos (a + b) + cos (a — b)). 


Exemples 39. 
i. Soit à calculer f'sin 2x cos 3x dx. On a 


1 1 1 
Jsin2veossrdr = | > (sin5e sin) dt = co557 + cosx +C. 


ii. Soit à calculer } sin 2x cos 2x cos 3x dx. On a 


sin + sin 27 COS 37 — (cos x cos 3x — cos? 3x) , 


NI 


(cos x — cos 3x) cos 3x — 


sin x sin 2x cos 3x = — (cos 4x + cos 2x — cos 6x — 1). 


BIRNIrR 


D'où 
: . 1 
Jsinasin Pr cosr dE 4 1 (cos 4x + cos 2x — cos 6x — 1) dx, 


1 1. l'. 1 
= jjsnds+ sin. sin6r— 7 +0C 
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6.4. Les fonctions rationnelles hyperboliques 


Il s’agit des expressions du type f(chx,shx) ou f est le quotient de deux fonctions polynômes 
hyperboliques, soit 


m gb 
D finie Gm,n Ch æsh" x 


D dE © 
Eee) D finie 0p,a Ch? æ shf x 


mn: Vp,4 Constantes réelles. 


On procède par changement de variable 


6.4.1. Méthode générale 


On se ramène à une fraction rationnelle en t en effectuant le changement de variables £ = e”, 
avec dt = e* dx. Au préalable, on transforme l’expression donnée, en utilisant 


ea —x CNE à 
he = —— Shz = —— 


Cette méthode efficace n’est cependant rarement la plus rapide. 


shx—1 
Exemple 40. Soit à déterminer TT 4x. On a 
chæ +1 


sh x — 1 T _pe T9 Î — —2x _9 —T 
fes fus fe à. 
chx +1 et +e-? +2 et +e-t +2 


On pose t = e”, avec dt = e* dx. D'où 


hz—1 1-t2?-2 1 t—-2%-—1 
JE x a | t = t at= | L dt 
chx +1 br t(t+1) 


F=diet À 5 2 . 
RE on 5. D'où 
t(t+1) t t+1 (t+1) 
shæ-—1 1 > 2 2 
——— dx = dé==nht) + 9%Inft41)40 
EE . il Tel x) AIRE LT RAR DE 


2 


6.4.2. Méthodes particulières 


On cherche à déterminer comme ci-dessus f f(chx,shx) dx. Ces méthodes sont basées sur les 
invariances par changement de variable particuliers de l’élément différentiel f(cos x, sin x) dx 
vues au paragraphe 6.2.2 pour les fonctions rationnelles trigonométriques : 

à. si l'élément différentiel est invariant par le changement y = —x, on pose { = chx, 

ii. si l'élément différentiel est invariant par le changement y = 7 — x, on pose t = shx, 

ii. si l'élément différentiel est invariant par le changement y = 7 + x, on pose { = tanh x. 


sh _ 
Exemple 41. Considérons a dx. L'élément différentiel ne — dx repris de l’exemple 
1+chx 1 + cos x 
36 est invariant dans le changement y = —x. On pose donc t = chx avec dt = shx dx. D'où 
ji ri = hard entre o 
—————— 4 ——— —— —= . 
1+chx l+é 


(Les valeurs absolues sont inutiles car la fonction ch est à valeurs positives.) 
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Exemple 42. Considérons [l _—_— dx. L'élément différentiel = dx repris de l’exemple 
1+ch“x 1 + cos? x 
37 est invariant par le changement y = 7 — x. On pose donc t = shx avec dt = chxdx. D'où 


h h 1 
Eee - de = de ford 
1+chx 2+sh<x 2+t 


En posant V2u = t avec V?2du = dt, on a 


1 2 1 2 2 2 
IE dt = 2 Ti du = V2 arctan u + C = V7 arctan 24 + C: 

D'où 

ch x V2 V2 

—— dx = — arctan | —shzx | +C. 
k 1+ch?x 2 | 2 | 
Ur chæxshx ee. . . cos x sin T . 

Exemple 43. Considérons | ———— dx. L'élément difiérentiel ———— dx est in- 

ch x +sh°x cos? & + sin‘ x 


variant dans le changement y = rm + x. On pose donc t = tanh x avec dt = (1 — tanh? z) dx. 


D hæsh tanh t 
chxshæ anh æ 
Erererr ” ere ” Pere 


On a (cf. exemple 38) 


t HSE , 1% 
(—#2)(1+4#2) 41-48 41+8 
D'où 
t 1 1 L. 1L5f 
——_—— — dt=-=nmi1-8|+8 + In(1+8) ==Im = +c. 
ee = rl EE RE) FE A 
Puis : 
chæshzx 1 1+tanh“x 
Ep à, 
Er 4 [1— tanh? x| 
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Suites et séries de fonctions 
PLC1-Mathématiques 
Auteur : A. Delcroix 


1. Introduction 


1.1. Suites et séries 


Soit (un),en une suite de nombres réels ou complexes. Par définition, la série ÿ_u, converge, si et seule- 
ment si, la suite de ses sommes partielles (S, = 375_gun),en converge. Ainsi, l'étude de la convergence 
d’une série revient à celle d’une suite. Réciproquement, étant donnée une suite (v,),,-9 de nombres réels 
ou complexes, on introduit la suite (uy = Un+1 — Un),en €t la série de terme général Yu. Ses sommes 
partielles sont égales à S, = DF_o Un = Un+1 — Vo, pour tout n € N. La suite (Un)nen converge si, et 


seulement si, la série D (vn+1 — vn) converge! 


Cette remarque indique que l’étude des suites et des séries peuvent être menées, au moins en théorie, en 
parallèle. C’est pour cela que ce document commence par des généralités sur les suites de fonctions, puis 
ce poursuit par des généralités sur les séries de fonctions. Ensuite seront abordées deux types de séries 
très importants, les séries entières et les séries de Fourier. 


1.2. Notations générales 


On considère dans la suite un espace vectoriel normé complet (espace de Banach) Æ dont on note la 
norme ||:|. Les fonctions considérées seront définies sur une partie D de E et à valeurs dans K, avec 
K=R ou K —C. Dans la plupart des cas E sera R (resp. €, pour les séries entières, section 4) et D un 
intervalle réel (resp. un sous-ensemble ouvert C). 


On notera : 

(i) F(D,K) = K?, la K-algèbre des fonctions définies sur D et à valeurs dans K. 

(ii) B(D,K), la K-algèbre des fonctions bornées sur D, 

(ii) Pour tout entier k € N, C* (D, K), la K-algèbre des fonctions k fois continûment dérivables sur D 
et C° (D,K) celle des fonctions indéfiniment dérivable sur D. (D est alors soit un ouvert de R‘, soit un 
intervalle quelconque de R.) 


Lorsqu'il n’y a pas d’ambiguïté sur l’ensemble d’arrivée, on notera plus simplement 
F(D)=F(D,K), B(D)=B(D,K), C*(D)=C*(D,K) (k€ N = NU{+c}). 
On définit une application ||, : B(D,K) — K} par 
VE B(D,K), |flln,x = SU QIE 
L'application ||], définit une norme sur B(D,K). 


Exemple 1.1. En particulier si D est un intervalle 1 compact de R, on a C°(1,K) C B(1,K) et 
l'application ||||;., restreinte à I, définit une norme sur C°(I,K). 


2. Suites de fonctions 


On rappelle qu’étant donnée une partie D de E, l’ensemble F (D, K)" des suites de fonctions définies sur 
D et à valeurs dans K est une K-algèbre lorsqu'il est muni des trois opérations suivantes : 


e l'addition. Soit (fn)nen> (9n)nen € F(D,K)". La suite (fn)nen + (9n)nen est la suite de terme 
général fn + 9n; 
ICette astuce est en particulier utilisée lorsqu'on connait le comportement asymptotique de la suite 
(un = Un+1 — Un)nen- 


e la multiplication externe (ou bien multiplication par un scalaire). Soit (fn)sen € F (D, K)", À€K. 
La suite À (fn),en est la suite de terme général À fn. 


e la multiplication. Soit (fn) (In)nen € F(D,K)". La suite (fn)nen (9r)nen 65t la suite de 


terme général fi9n. 


nEN ? 


2.1. Définitions et exemples 
2.1.1. Convergence simple, compacte, uniforme 


Soit (fa),en € F(D,K)”. 


Définition 2.1. On dit que la suite (f,),-N converge simplement (ou bien est simplement convergente) 
si, pour tout x € D, la suite (f, (x)),en (à valeurs dans K) est convergente. 


Ainsi (fn),en converge simplement si 


Vxre D, HEK, VE>0, EN, VEN, n>n0—/|fn(x) -ll<e. (2.1) 


Si (fn)nen est simplement convergente, l’unicité de la limite permet de définir une fonction f € F(D,K) 
par 
Vzxe D, f(x)= lim f(x). 


n— +00 


La fonction f s'appelle la limite de la suite (fh),en ou, lorsqu'il faut préciser, la limite simple. 


Une suite (fn)hen € F (D, K)” sera dite divergente s’il existe x € D tel que la suite (fa (x))hen à valeurs 
dans K est divergente. 


Définition 2.2. On dit que la suite (fh),-n converge uniformément (ou bien est uniformément conver- 
gente, est uniformément convergente sur D, s’il y a lieu de préciser) si, il existe une fonction f € F(D,K) 


telle que la suite (Ia — fllp ” converge vers (0. 
: n 


On vérifie facilement que la suite (f,),-n converge uniformément vers la fonction f, si 


VE>0, MEN, VneN, VreD, n>no—/|fn(x) — f(x) <E. (2.2) 


On dit que f est la limite uniforme de la suite (fh),ew- 


La comparaison des relations (2.1) et (2.2) montre immédiatement le lemme suivant. (Comparez la place 
des expressions quantifiées “no € N° et “Yx € D”.) 


Lemme 2.3. Si la suite (f,),-N converge uniformément vers f, alors la suite (fh),en converge simple- 
ment vers f. 


Ainsi, lorsque la suite (fn), converge uniformément, sa limite uniforme est égale à sa limite simple. 
Autrement dit, si on dispose de la limite simple f de la suite (fn), la seule limite uniforme possible 
est également f. Ainsi, l’étude de la convergence uniforme de la suite (f,) se ramène à celle de 


= flo 


Remarque 2.4. Il est immédiat que si la suite (fh),en converge uniformément sur D, elle converge 
uniformément sur tout sous-ensemble de D. 


neEN ? 


La réciproque est évidemment fausse (voir exemples 2.1 et 2.2). Dans la pratique, on utilise souvent la 
notion suivante. 


Définition 2.5. On dit que la suite (f,),-N converge compactement (ou bien est compactement conver- 
gente) vers la fonction f € F (D, K) si, pour tout ensemble compact K inclus dans D, la suite (fh) 
converge uniformément sur K vers f. 


neN 


Remarques 2.6. 

(i) Comme tout point est un ensemble compact, si la suite (fh),en converge compactement vers f, elle 
converge simplement vers f. 

(ii) Lorsque D est lui même compact, la notion de convergence compacte n’a pas d'intérêt. (Convergence 
compacte et uniforme sont la même notion, D étant un compact de D.) 


On résume le lemme 2.3 et le (i) des remarques 2.6 dans le schéma : 
CU = CC = CS. (2.3) 
On va construire des exemples montrant que les autres implications possibles sont fausses. 
Exemple 2.1. Soit D = [0,1] et, pour toutn EN, fs : D —R définie par fh(x) = x”. 
(i) On à 
Vze [0,1], limn_1o fn(x) =0,  limn_+oo fn(1) = 1. 
Ainsi, la suite (f,),en converge simplement vers la fonction f définie par flop = 0 et f(1) = 1. 


(ii) Considérons, pour tout n € N, tn = (1 — 1/n) € [0,1[. On a fu(xn) = (1—1/n)" = expnln(1—1/n). 
D'où lim,_+0 fn(tn) = 1/e. Or 


fn — Fl10,11,00 > |fn(tn) — f(tn)l. 


On a limy_+0 | fn(tn) — f(t&n)| = 1/e > 0. Donc la suite (IL — flic) ne converge pas vers 0. La 
suite (fn),en ne converge donc pas uniformément (ni compactement) sur [0,1]. Ainsi CS & CC. 
Exemple 2.2. Soit D = [0,1{ et, pour tout n € N, gn : D —R définie par gh(x) = x”. D’après le (i) de 
l'exemple 2.1, la suite (gh),-n converge simplement vers la fonction g définie par go 1t = 0. 


(i) Montrons que la suite (9), Converge compactement sur [0,1]. Soit K un compact de [0,1[. Comme 
K est borné, il existe en particulier b € [0, 1[ tel que K C [0,b]. On a 


[gn (x) — g(x)| = x" <b”, 


avec lim, +4 0” = 0 puisque 0 < b < 1. Donc la suite (llgm — gl [0,6] ” converge vers 0. Ainsi, la suite 
ne n 

(9n)nen converge uniformément sur [0,b]. La convergence compacte sur [0, 1| est montrée. 

(üi) Vérifions que la suite (gn),en ne converge pas uniformément sur [0,1]. En reprenant le (ü) de 

l'exemple 2.1, on a lims_44 |9n(%n) — g(&n)| > 0. (On rappelle ici, c'est fondamental, que les x, sont 


des points de l'intervalle [0,1[.) Ainsi la suite (llgm — g| tes) ne converge pas vers 0. La suite (g»),en 


ne converge donc pas uniformément sur [0,1[. Ainsi CC & CU. 


Remarque 2.7. La méthode employée pour montrer la non convergence uniforme dans les (ü) des 
exemples 2.1 et 2.2 est à retenir. La sous-section 2.2 qui suit, montrera des possibilités indirectes. 


Exercice 1. Soit (fh),en € B (D)", (D C R1). On suppose que la suite (fn)nen converge uniformément. 
Montrer que la limite de f est une fonction bornée. Cette propriété reste-t-elle vraie si l’on remplace la 
convergence uniforme par la convergence compacte, la convergence simple ? 


2.1.2. Critères de Cauchy 


On rappelle qu’une suite (a) d'éléments de K satisfait le critère de Cauchy si 


neN 


Ve>0, MEN, Vin,p)eN°, n>n0 — |antp — Anl <E. 


Comme K est complet, un suite (ar), de Cauchy est convergente. 


Soit donc une (f,),en € F(D)", telle que, pour tout x € D, la suite (fh (x)),n est de Cauchy. Alors, 
la suite (fn),en est simplement convergente. 


Définition 2.8. On dit qu’une suite (fh),en € F(D)" satisfait le critère de Cauchy uniforme sur D si 


Ve>0, MEN, V(n,p)e N°, VreD, n>n0 — |fn+p (x) — fn (x)| < €. (2.4) 


Le critère (2.4) est équivalent à la formulation suivante 


Ve>0, EN, V(n,p) e N°, n> no — || fn+p — fnllpoo <E- 


Cette formulation indique que, lorsque la suite (fh),en appartient à B (D)", la suite ( fn)nen Satisfait le 
critère de Cauchy uniforme sur D si, et seulement si, elle est de Cauchy, en tant que suite de l’espace 
F (D) muni de la norme |||, se: 


On a immédiatement : 


Lemme 2.9. Soit (fa),en € F (D)" une suite uniformément convergente sur D. Alors, la suite (feh.en 
F(D)" satisfait le critère de Cauchy uniforme sur D. 


La démonstration se fait de manière identique à celle prouvant qu’une suite convergente complexe satisfait 
le critère de Cauchy. En fait, l'introduction de la notion de critère de Cauchy uniforme est justifiée par 
la réciproque : 


Proposition 2.10. Soit (fr),en € F (D)" une suite satisfaisant le critère de Cauchy uniforme sur D. 
La suite (fh),en converge uniformément sur D. 


Preuve. 
On va prouver ce résultat de deux façons. 
(a) Un jeu sur les définitions quantifiées (Un peu lourd, mais très explicite).- Comme la suite (fn),en € 


F(D)" satisfait le critère de Cauchy uniforme sur D, pour tout x € D, la suite (fs (x)),en est de Cauchy 
et donc, d’après une remarque ci-dessus, la suite (f,),-n est simplement convergente, vers une fonction 
fE F(D). Montrons sa convergence uniforme sur D. Soit € > 0. Il existe no € N tel que 


VreD, n>n0— |fntp (x) — fn (x) <€/2. (2.5) 
Comme, pour tout x € D, la suite (fn (x)),en est convergente, il existe mo(x) € N tel que 
g2mo(x) — |fa(x) — f(x)| < 72. (2.6) 
Soit n > noetx e D. On a 
Lee) = FO € fe = fret + lfnstes @) = Fr)|. 


Or Ef (x) . ait (x)| < e/2, d’après (2.5) et frbnote) (x) = J (x) 
n + mo(x) > mo(x)). D'où |f, (x) — f(x)| <E. On a donc 


, d’après (2.6) (on a, en effet, 


VE D. nm kamel <e 


(b) Une démonstration plus élégante.- Soit & > 0. Il existe no € N tel que 


Ve D, n 2) — hem-k@I<E (2.7) 


Soit n > no et x € D. Comme la suite (f, (x)),,cn est convergente, on a en particulier lim, fn+p (€) = 
f(x) et, par continuité de la valeur absolue, 


[f(x) — fn (x)| = Le [fn+p (ZT) — fn (x)| < € 
Ainsi 
VxeD, n>n—/|[f(x)- f(x) <e, 


ce qui suffit pour affirmer la convergence uniforme de la suite (f,),en sur D. 


2.2. Théorèmes généraux 


La convergence simple d’une suite ne préserve pas certaines propriétés des fonctions (f,),en dans le 
passage à la limite. Ainsi, dans l'exemple 2.1, chaque fonction f, est continue sur l'intervalle [0, 1], alors 
que la limite f est une fonction discontinue. 

Les théorèmes suivants montrent que la convergence uniforme préserve, à l’inverse, certaines propriétés 
de régularité. 


Théorème 2.11. Soit (fh),en € C° (1)", où I est un intervalle réel. On suppose que la suite (fn) 
converge uniformément (resp. compactement) sur Î vers f. Alors f est continue sur 1. 


neN 


Preuve. 

(a) Nous effectuons d’abord la preuve pour le cas d’un point intérieur de J. Soit a un tel point et J un 
intervalle ouvert et borné?, tel que a € J € J € I. Comme J est fermé borné, il est compact. Sous 
l'hypothèse de convergence uniforme sur /, comme sous l'hypothèse de convergence compacte, la suite 


? Cet intervalle est donc relativement compact. 


(fn)nen converge uniformément sur J, donc sur J (On emploie ici la remarque 2.4.) Montrons que f est 
continue en a. Soit € > 0. Avec la convergence uniforme de (fh),en sur J, il existe no € N tel que 


VREN, VEJ, n>n0o= |fn(é)- f(8)]| <e/3. (2.8) 


En particulier, pour rw, ona: VEE J, |fns (6) — f (8)] < e/3. Comme fh, est continue en %o, il existe 
n > 0 tel que 
Vre sd, |r-al<n—=]{fr (t) — fno (a)l < €/3. (2.9) 


En utilisant 2 fois l'inégalité triangulaire, il vient 


f(x) — F (to) IF (x) — fno (1 + no (&) — no (@)| + ln (a) — f (a)l 


puis 
VreJ, r-a| <n—=/|f(x) — f(a)| <Ee. 

(b) Pour le cas d’un intervalle Î non ouvert, la preuve précédente s’adapte facilement. On peut, par 

exemple, traiter le cas de 1 = [a,b), avec b € ]a,+oo] et ) —] ou ) = [. Il existe alors un intervalle 

J = [a,c[ € I. On démontre alors la continuité à droite de f en a par une technique identique à celle 

ci-dessus. 


Remarque 2.12. Il est d'usage d’insister sur les hypothèses. Si la convergence n’est pas compacte (donc 
non uniforme), on ne peut en général rien affirmer sur la continuité de la limite f. 

Ainsi, dans l'exemple 2.1, la convergence de la suite n’est pas uniforme (ni compacte) et la limite présente 
une discontinuité. 


Théorème 2.13. Soit (a,b) € R°? et (fn),en € B([a,b])". On suppose chaque f, Riemann intégrable 
sur [a, b] et que la suite (f,),-N converge uniformément sur [a, b] vers f. Alors f est Riemann intégrable 


sur [a,b], la suite (n + [ fa (0) dt) | Couverge et 
ne 


b b 
| ns | fa (#) dt. 
Ja n—++0 Ja 
Preuve. 
(a) Riemann intégrabilité de f. Il est d’abord clair que f, limite uniforme de fonctions bornées est bornée, 
ce qui donne un sens à l'étude de sa Riemann intégrabilité (voir l'exercice 1). Pour une fonction g bornée 
sur [a,b] et o = (ti)5c;e, € Star; ensemble des subdivisions de [a, b], rappelons que l’on appelle somme 
de Darboux inférieure (resp. supérieure) relative à g et o, la quantité notée s(g, a) (resp. S(g, a)) définie 
par 
sg, a) = Dia (mé — di 1)m4 (9, a) (resp. S(g,o) = Dix — ti-1)Mi (9,0) ), 


avec Mi (9,0) := inféelr;_1,7:) JE) (resp. Mi(g,o) := SuPeetz,_1,x] 9(6)-). De manière claire, on a 
5(g,o) < S(g,o). On démontre que g est Riemann intégrable sur [a, b] si, et seulement si, 


Ve 0, Jess Slas)=s(n,0)<e (2.10) 


Avec les hypothèses du théorème, considérons € > 0. Comme (f,),en converge uniformément sur [a, b] 
vers f, il existe no € N tel que 


VEN, n>n0— [fus — fluo 5/80 4). (2.11) 
D’après le critère (2.10), il existe o € Sy telle que 
S(fno> 7) — S(fn0» 9) < E/3, 


puisque fn, est par hypothèse Riemann intégrable. 
On à alors [M;(f,0) — Mi (fn) < no — Fljaboo (Li — Li-1) et 


ISF, 7) — S(fn0 0) < Xi1 lfno — Flltab,oo (Ti — Ti-1) < | fno — Fljab,oo (b — 4) < €/3. 
De même, on obtient |s(f,a) — s(fn,,0)l < €/3. D'où 


Sa) = s(f,a) < [S(, a) En S(fno 2)| + (frere) LL S( no 7) de ISF, a) = S(fno: 2) <E. 


(b) Comme f est intégrable, on peut considérer L : f (€) dt et lui appliquer les théorèmes usuels. Soit 
n > no. On a, en utilisant (2.11), 
) dt — [ fn () dt) < 


D'où les deux dernières assertions du théorème. 


< [vo (E)| dt < &. 


Théorème 2.14. Soit (fn)yen € OC! (1)", où I est un intervalle réel. On suppose que : 
(i) la suite (fn),en converge simplement sur I vers f, 

(ü) la suite (f},),en converge uniformément (resp. compactement) sur I vers g. 

Alors f est continûment dérivable sur I, avec f' — g. 


On va démontrer en fait le résultat suivant, légérement plus général. 


Proposition 2.15. Soit (f,),en € C* (1)", où I est un intervalle réel. On suppose que : 
(i) il existe a € I tel que la suite (f, (a)),-n converge (vers l), 


(ii) la suite (f},),en converge uniformément (resp. compactement) sur I vers g € C° (1 Fa 

Alors la suite (f,),en converge simplement sur 1 et sa limite simple f est une fonction continâment 
dérivable sur I, avec f! = g. 

De plus, la suite (fh),,N converge uniformément sur tout ensemble borné de I. 


Preuve. Le théorème 2.11 entraîne que la limite de la suite (g,),en = (fn)hen est Continue, ce qui 
justifie la formulation du {ü) de la proposition 2.15. 
(a) Preuve de la proposition 2.15. Soit x € I. On a, pour tout n E N, 


fn (e) = fa (a +[ 20 ) dé = fn (a) + [#0 dé (2.19) 


Comme la suite (9n),en est formée de fonctions continues et converge compactement vers g, elle con- 
Fat uniformément vers g sur [a,x]. Le théorème 2.13 entraine que lim, 1 h 9n (t) dt existe et vaut 


je g(t) dt. Comme la suite (fn (a)),en converge vers l, le membre de droite de (2.12) converge, vers un 
. de K. Ainsi, la suite (fh),en converge simplement sur Z et sa limite simple f vérifie 


Vx € I, f@=t+ [ 46 dt. (2.13) 


Comme la fonction g est continue sur 1, la fonction x + in g (t) dt est de classe C! sur Z. Ainsi f est de 
classe C! sur Z. De plus, le théorème he du calcul Has montre que f’ = g. 

Enfin, soit B un ensemble borné de J. Il existe un intervelle J C I fermé borné tel que BU {a} € J. En 
utilisant (2.12) et (2.13), on à, pour tout x € B, 


f(x) — fn (æ) | — 7h (a)l +] |gn () — g ()1 dé < | — fn (a)]+1(J)gn — 9l roc » 
où {(J) est la longueur (finie) de l’intervalle borné J. D'où 


[ln — flo <U— fn (a)| +1(J)1gn — 9l 7,00 + 


Comme la suite (g:),en Converge uniformément sur le compact J et que la suite (f, (a)),-en converge 
vers !, on a lims_,4 [fn — flls  — 0, et la suite (fh),cn Converge uniformément vers f sur le borné 
B. 


(b) Preuve du théorème 2.14. Le {i) du théorème 2.14 entraîne le (i) de la proposition 2.15. 


Une récurrence relativement immédiate permet de montrer le résultat suivant. 

Théorème 2.16. Soit (fn),en € C®° (1)", où I est un intervalle réel. On suppose que : 

(i) la suite (fn),en converge simplement sur I vers f, 

(ü) Pour tout p € N°, la suite ( fe 1) converge uniformément (resp. compactement) sur 1 vers une 
neN 

fonction g?. 


Alors f est indéfiniment dérivable sur I, avec f®) = gp, pour tout p € N. 


Exercice 2. Démontrer le théorème 2.16. 


3. Généralités sur les séries de fonctions 


3.1. Notations 


Soit D une partie d’un espace de Banach Æ, comme dans l'introduction (voir le 1.2). On notera Sx (D, K) 
l’ensemble des séries de fonctions définies sur D et à valeurs dans K. Se donner une série de fonctions 
revient à se donner une suite (u),en € F (D, K)". On notera Yu» (ou Yu, (-) lorsqu'on veut mettre 
en évidence qu’il s’agit d’une série de fonctions et non d’une série à valeurs dans K) la série de fonctions 
de terme général u,. Lorsque la suite (u,) n’est définie qu’à partir du rang no, on notera du. Un 


(ou Dn>no) Un ()). 


Remarque 3.1. On pourra toujours considérer la série de fonctions comme définie à partir de n = 0, 
en posant Ug = U1 =... = Uny—1 — 0. 


n>no 


On rappelle que Sx (D,K) est une K-algèbre lorsqu'il est muni des trois opérations suivantes : 
e l'addition. Soit Sun, >, € Sy (D, K). La série Su, + v, est la série de terme général u, +», 
e la multiplication externe (ou bien multiplication par un scalaire). Soit Su, € Sx(D,K), À € K. 
La série À Su, est la suite de terme général Au. 
e la multiplication (également appelée produit de Cauchy). Soit us, Du € Sn (D,K). La série 
Sun 2 Un est la série de terme général 


n 
Uy — Uk Un—k: 
n > k=0 kÜUn—k 


On définit la suite (Sym) des sommes partielles par 


neN 
VzeD, VneN, Sun(x) = > pur (x). 


Lorsqu'il n’y a pas d’ambiguïté sur la série concernée, on notera plus simplement (5,),n la suite des 
sommes partielles. 


3.2. Définitions et exemples 
3.2.1. Convergence simple, absolue, normale, uniforme, compacte 


Soit u = (un)hen € F (D,K)" une suite de fonctions. 


Définition 3.2. 

(i) On dit que la série Su» converge simplement (ou bien est simplement convergente) si, pour tout 
x € D, la série Sun (x) (à valeurs dans K) est convergente. 

(ii) On dit que la série Su, converge absolument (ou bien est absolument convergente) si, pour tout 
x € D, la série Su, (x) converge absolument. (c'est-à-dire si la série -à valeurs dans R;- Su, (x)| est 
convergente.) 


On rappelle qu’une série à valeurs complexes absolument convergente est de Cauchy, donc convergente. 
Ainsi, si la série de fonctions Su, converge absolument, elle est simplement convergente. 


En revenant à la définition d’une série à valeurs complexes convergente, on voit que Su, converge 
simplement si 


Vre D, 35 €K, Ve>0, HoeEN, VneN, n>n0— 1) our (t) — Sri < €. (3.1) 


Si Su est simplement convergente, l’unicité de la somme des séries numériques permet de définir une 
fonction S € F(D,K) par 
VreD, S(x) =) Kw (x). 


La fonction f s'appelle la somme de la série Du,. On la notera 7} %ux. 


Définition 3.3. On dit que la série Su, converge normalement {ou bien est normalement convergente, 
est normalement convergente sur D, s’il y a lieu de préciser) si, il existe une série convergente 5 v à 
termes réels positifs telle que 

VnEeN, VreD, lu(x)| <u (3.2) 


Lemme 3.4. Si la série Su, converge normalement, alors elle converge absolument (et donc simple- 
ment). 


Preuve.- En effet, la relation (3.2) entraîne que la série S|u, (x)| est convergente, par utilisation du 
critère de comparaison pour les séries à termes positifs. 


Définition 3.5. 

(Gi) On dit que la série Su, converge uniformément (ou bien est uniformément convergente, est unifor- 
mément convergente sur D, s’il y a lieu de préciser) si, la suite (S, = Yx_yux), des sommes partielles 
converge uniformément sur D. 


Ceci revient à dire qu'il existe une fonction $ : D — K telle que la suite (IX oux ()—sS Ollpoe).. 
converge vers (. 

(ii) On dit que la série Su» converge compactement (ou bien est compactement convergente) vers la 
fonction $ € F(D,K) si, pour tout ensemble compact K inclus dans D, la série (Sn), converge 


uniformément sur K vers $. 


On vérifie facilement que la série Yu, converge uniformément vers la fonction S si 


Ve>0, HoeN, VnEN, VreD, n>no=/|> 5 our) —S|<e. (3.3) 


On dit que f est la limite uniforme de la suite (fn),en- 
La comparaison des relations (3.1) et (3.3) montre immédiatement le lemme suivant. (Comparez la place 


des expressions quantifiées “no € N° et “Yx € D”.) 


Lemme 3.6. Si la série Su, converge uniformément (resp. compactement) vers S, alors elle converge 
simplement vers S. 


Lemme 3.7. Si la série Su, converge normalement vers S, alors elle converge uniformément vers S. 


Preuve.- Supposons Su, normalement convergente. D’après le lemme 3.4, elle converge simplement. 
Soit $ sa somme. On a, en utilisant la relation (3.2), 


Vx E D, V(n,p) € N°, ls (x) En Sn (x)| < ni lux (x)| < ni ité < E + 1 Uk: 


D'où |Sn+p (x) — Sn (x)| < ee pour tout (n,p) € N° et tout x € D. En passant à la limite en p 
(le membre de droite ne dépendant ni de p ni de x), il vient 


VreD, [S(x)— Sas) < DE ave. 


Comme la série S vx est convergente, on a lim,_,+ [[S (x) — S, (x)|| = 0. D'où le résultat. 


On résume les remarques précédentes et les lemmes 3.4, 2.3 et 3.7 dans le schéma : 


CC 
# À x 
CN — CU — CS (3.4) 
X F7 
CA 


Toutes les autres implications sont fausses, comme le montre les exemples suivants. (On donne suc- 
cessivement l'intervalle réel sur lequel on étudie la série Su,, son terme général, et ses “modes” de 
convergences.) 


Intervalle 


Terme général de la série 


n®(Inn) 


(3.5) 


æsin 2 sur |, 

4) | [0,1] Un(s) = m2 1) : 
0 sur [0,1]\|—, : 

__f x" sur [0,1]NQ 

5) | [0,1] Un(T) = { 0 sur [0,1] \ (R\Q) . 


Exercice 3. Vérifier les assertions du tableau (3.5). 


3.2.2. Critères de Cauchy 


On transpose le 2.1.2 au cas des séries. Soit u = (u,),en € F (D, K)". La série Yu, (x) est de Cauchy 
si 


Ve>0, meN, Vi(n,p)e N° nano |); Au] < &. 


Comme K est complet, si la série Su, (x) est de Cauchy, elle est convergente.Donc, si pour tout x € D, 
la série Su, (x) est de Cauchy, la série de fonctions Su, est simplement convergente. 


Définition 3.8. On dit qu’une série Yu» ((un)hen € F (D, K)") satisfait le critère de Cauchy uniforme 
sur D si la suite de ses sommes partielles le satisfait, ce qui revient à 


. p 
Ve>0, EN, V(n,p)eN?, Vre D, nzno— [> u (æ)] < €. (3.6) 
k=n+1 
Le résultat suivant est assez immédiat, compte des analogies entre suites et séries: 


Proposition 3.9. Soit u = (ur),en € F (D,K)\. Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) La série de fonctions Su, satisfait le critère de Cauchy uniforme sur D, 
(ii) La série de fonctions ÿ['u, est uniformément convergente sur D. 


Exercice 4. Démontrer la proposition 3.9. 


On va illustrer cette notion, en donnant une nouvelle démonstration du lemme 3.7. Supposons Su, 
normalement convergente. On a 


Vre D, V{n,p}e N°, D. at un (x)| < D. lux (x) < .— ve. (3.7) 


Comme la série numérique Ÿ[ w, est convergente, elle est de Cauchy. Il est donc facile de déduire de la 
relation (3.7) que la série de fonctions Su, vérifie le critère (3.6) de Cauchy uniforme sur D, et donc 
qu’elle converge uniformément sur D. 


3.3. Théorèmes généraux 


Théorème 3.10. Soit u = (ur),en € C° (1), où I est un intervalle réel. On suppose que la série de 
fonctions Su, converge uniformément (resp. compactement) sur I vers $. Alors $ est continue sur I. 


Preuve. Comme chaque w, est une fonction continue sur Z, pour tout n € N, la fonction $, = D 5_o u 


est continue (somme finie de fonctions continues). Ainsi, la suite (S,),,-, appartient à C° (7 )” et converge 


uniformément (resp. compactement) sur Z vers $. Donc $ est continue sur 7, en appliquant le théorème 
2.11. 


Ce résultat est le premier d’une série d’analogues aux théorèmes 2.13, 2.14 et 2.16. On les énonce ci- 

dessous en laissant la preuve (qui consiste simplement à une transposition “suite, série” comme ci-dessus 
q ; 

en exercice : 


Théorème 3.11. Soit (a,b) € R° et (ur),en € B([a, b])". On suppose chaque u, Riemann intégrable 
sur [a, b] et que la pence, un converge uniformément sur [a,b] vers $. Alors S est Riemann intégrable 


sur [a,b], la série 3° [ fn (t) dt converge et 


[50 ) dt = 5. 2 fu d 


Théorème 3.12. Soit (u,),en € C! (1)", où I est un intervalle réel. On suppose que 
(i) la série Su, converge simplement sur 1 vers S. 

(ii) la suite Su}, converge uniformément (resp. ee sur Î vers TE F(I). 
Alors S est continûment dérivable sur I, avec S! =T = 5% 0 Uk 


Théorème 3.13. Soit (u,),en € C® (1)", où I est un intervalle réel. On suppose que : 
(i) la série Su, converge simplement sur I vers S. 


(ii) Pour tout p € N*, la série Y° ur) converge uniformément (resp. compactement) sur Î vers une fonction 
TP. 
Alors S est indéfiniment dérivable sur I, avec SP) = Tr = u®, pour tout p € N. 


Exercice 5. Démontrer les théorèmes 3.11, 3.12 et 3.13. 


4. Séries entières 


Les séries entières jouent un rôle majeur en analyse complexe, et un rôle non négligeable en analyse réelle. 
Le programme du CAPES ne comprend pas l’analyse complexe classique (étude des fonctions analytiques, 
holomorphes, théorème des résidus,...), mais on peut néanmoins trouver de nombreux problèmes utilisant 
ou centrés sur les séries entières : étude de conditions suffisantes pour qu’une fonction de classe C® soit 
dévelopapble en série entière au voisinage d’un point, résolution d'équations différentielles à l’aide de 
séries entières, etc. 


Ce cours visant essentiellement un public préparant le CAPES, il introduit les définitions dans le cadre de 
la variable complexe, présente le rayon de convergence dans ce cadre, mais la question de la développabilité 
en série entière sera principalement abordée pour des fonctions de la variable réelle. 


4.1. Convergence des séries entières 
4.1.1. Définitions, généralités 


On considère ici des séries de fonctions, dont l’ensemble de définition D est inclus dans le corps des 
complexes C. 


Définition 4.1. On appelle série entière, toute série de fonctions Su, où, pour tout n, il existe un 
nombre complexe a, telle que la fonction u, s’écrive 


VnEN, un(z) = an2". 


Ainsi, la fonction u, est définie sur C. On remarque que la donnée d’une série entière est en fait celle 
d’une suite de nombres complexes (a:),,n- Le vocabulaire “série entière” provient de l’exposant entier 
dans l’expression monomiale donnant u,. Si la suite (a,),, n’est définie qu’à partir d’un certain rang no, 
on utilisera les mêmes conventions de notations que dans le 3.1. 


On notera C {2} l’ensemble des séries entières. C {z} est une sous-algèbre de l’ensemble des séries de 
fonctions définies sur €, muni des opérations usuelles sur les séries de fonctions (voir le 3.1). En effet, 
on à : 


e La somme des deux séries Sa,z" et 5b,z" est la série 3 (an + bn) 2", leur produit, la série 
entière ÿ_ c,z” avec, pour tout n € N, 
Cn = ) | ax b 


e Le produit de la série entière ÿa,2" par le scalaire À € C est la série 5 d,2” avec, pour tout 
n EN, dn = ÀCn. 
o 


On définit sur C {z} une dérivation 5 : à la série entière ÿ[a,2", on fait correspondre la série entière 
dérivée donnée par 
n—1 n 
Dn>104n2 = (n+1l)anr127. 


Cette dérivation satisfait les règles usuelles : la dérivée d’une somme est la somme des dérivées, la dérivée 
d’un produit se calcule avec la règle de Leibniz. Ainsi, C {2} est une algèbre différentielle. (L’autre 
exemple classique d’algèbre différentielle est celui de C® (D,K), où D est un ouvert de Rd.) 

On définit alors par récurrence la dérivée à tout ordre d’une série entière. Pour p appartenant à N, on 
vérifie facilement que la série dérivée d’ordre p de D a,z" s'écrit 


L>pri-1)...(n-p+ljanrP = (n+p)(n+p-1)...(n+1)anr27. 


4.1.2. Le rayon de convergence 


Un lemme classique et son corollaire servent à introduire la notion de rayon de convergence. Le théorème- 
définition 4.4 et la proposition 4.5 sont les résultats fondamentaux. 


Lemme 4.2. (Abel) Soit ÿ_ az" une série entière et z € C tel que la suite (anz$),en soit bornée. Pour 
tout z1 € C, avec |z1| < |20|, la série à termes complexes Ÿa,27 converge absolument. 


Preuve. Soit 20 € C tel que la suite (a,24),.n Soit bornée et un réel M > 0 tel que : 


VnEN, lanz®| < M. 
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e Si z0 — 0, l’ensemble {2 € C | 2] < |20| } est vide, donc la conclusion est vérifiée. 

Six Æ40,ona:VnEN, |anz"| = |anz&||2/20l" < M|2/2|". Pour z € C, avec |z1| < |20|, la 
série géométrique > |21/20|" converge, comme série géométrique de raison strictement inférieure à 
1. Donc, par comparaison, la série 5 |a,21|" converge. 


Corollaire 4.3. Soit Sa,2" une série entière et z0 € € tel que la série à termes complexes S an2ÿ 
converge. Pour tout z1 € C, avec |z1| < |z0|, la série à termes complexes S a,2} converge absolument. 


Preuve. En effet, si la série 3 a,2ÿ converge, la suite (a,24 ),-n tend vers 0 (condition nécessaire de 
convergence). Elle est donc bornée, et on applique le lemme d’Abel (lemme 4.2). 


Théorème - Définition 4.4. Soit Sa,z2" une série entière. Il existe un nombre unique R € [0, +00] — 
R, tel que, pour tout 1 € C, avec || < R, la série à termes complexes Y° a,z} converge absolument et 
pour tout 22 € C, avec |22| > R, la série à termes complexes S a,z2} diverge. 

Le réel R s'appelle le rayon de convergence de la série entière 5 az". 


Preuve. 
Existence.- Soit R la borne supérieure (éventuellement infinie) de l’ensemble 


B={reR, |lasuite (ar"),en est bornée }. (4.1) 
Remarquons que, pour z € C, la suite (a, 2"), est bornée si, et seulement si, la suite (|a,2["),en est 
bornée. Soit z € C. 


e Supposons |z| < À. Soit r € R tel que [2] < r < R. La suite (asr"),,cen est bornée, et d’après le 
lemme 4.2, la série Sa,z" converge absolument. 


e Supposons |2| > R. La suite (a,z"),,.N n’est pas bornée (en effet, la suite (a |2["),,.N ne l’est 
pas). En particulier, son terme général ne tend pas vers 0, et la série Sa," est divergente. 


Unicité.- Un raisonnement immédiat par l’absurde, laissé au lecteur, montre ce fait. 


En d’autres termes, la série entière S'a,z”, de rayon de convergence À, converge absolument sur le 
disque D(0,R) = {ze C||z2] < R}. Ce disque s’appelle le disque de convergence de la série. 

On remarque que la série diverge S'a,z" sur l’ensemble {2€ C ||: > R}. Sur le cercle C(0,R) = 
{2E€C]|{z] = R}, parfois appelé cercle de convergence “tout peut se passer”. Le nom de cercle de con- 
vergence est un peu impropre | 


Exemples 4.1. On considère les suites (a, ),en; (bn)nenr (Cn)}nenw AVEC 
ao = bo = Co = 0, Vn > 1 as = ir, bn = 1/n , Cy=.l 


et les séries entières associées. On vérifie facilement que, pour tout r € R1, avec r < 1, les suites 
(n-Pr°),en sont bornées (p — —2, —1, 0), tandis que, pour tout r > 1, les suites (n° ?r"),-\ divergent 
(utiliser le critère de d’Alembert). Ainsi, selon le lemme d’Abel, le rayon de convergence des séries 
Sanz”, Dbnz" et cz" est égal à 1. Cependant, pour z € €, avec |z] = 1, la série à valeurs 
complexes Sa,z" converge absolument, la série à valeurs complexes S° c,z2" diverge (le terme général 
ne tend pas vers 0). 


Exercice 6. Etudier la convergence de la série 57 b,2", sur le cercle de convergence. 


Dans la pratique, le lemme d’Abel sert rarement à déterminer le rayon de convergence d’une série entière. 
On utilisera notamment le résultat suivant. 


Proposition 4.5. Soit Sÿ'a,z" une série entière. Son rayon de convergence R est donné par la relation 


1/R = limsup,,_,,,. Ÿ/|anl: 


où, par convention, R = 0 si 1/R = + et R = +o si 1/R = 0. 
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Preuve. Rappelons d’abord que, pour toute suite réelle (a) la quantité 


neN? 
meup.. ns Ge ln, re (Gb. à) 


est un élément bien défini de R, appelée la limite supérieure de la suite (a,) On rappelle également 


][{/n) < 


nEN" 
que, pour une série ÿ [ u,, à termes complexes, la série ÿ[ u, converge absolument si limsup,,_,,, [un 


1 et diverge si limsup,,_,:, ju, [4/7 > 1. (Pour ces rappels, le lecteur pourra traiter l'exercice 7 ci- 
dessous.) 
Soit z € C, posons un = anz". On a 


limsup,, ... Ÿlu.| = |<|limsup,, ,,. Ÿ/lal. 


Posons ! = limsup,,_,,, 4/|an|. 
e Sil — 0, la série ÿ[a,z" converge, sans condition sur z, puisque limsup,,_,,, lun] = 0. D'où 
R = +00. 
e Sil = +, pour tout z £ 0, on alimsup,_,,, Ÿ/[un| = +00, entrainant la divergence de la série 
Sanz”, pour tout z Z0 et R = 0. 
eSile R°,on a z|l < 1 (resp. |] > 1) si, et seulement si, [2] < 1/1 (resp. [2] > 1/1). D'où 
R=1/1. 


Exercice 7. : 
(i) Soit (an),en une suite de nombre réels. Etablir l'existence de l'élément de R donné par l'expression 
limMy_+00 SUPx>h Qx. (On pourra étudier la suite (Bh = UP n ln .) Etablir de même l'existence de 


l'élément de R donné par l'expression lim, +4 inf k>n @r, appelé la limite inférieure de la suite (ah) 
et noté liminfh_,15 An: 

(ü) Montrer, lorsque la suite (a,),en est bornée, que limsup,,_,,;, an (resp. liminf,_}4 an) est la plus 
grande (resp. la plus petite) valeur d’adhérence de la suite (an ),en- 

(ii) Montrer que la suite (a,),,-N est convergente si et seulement si, 


neN 


limsup,,_, 5 An = liminfh_,}3 An. 


(iv) Soit Su, une série à termes complexes. Montrer que 
1/n) 
|( 


1/n) 


- si limsup,,_,40 [Un < 1, alors la série Su, converge absolument. 


- si limsup, 1 l'un! > 1, alors la série Su, diverge. 


Les critères de d’Alembert et de Cauchy peuvent également être utilisés. 


Proposition 4.6. Soit ÿa,z" une série entière. 

(i) (Critère de D'Alembert) Supposons que la suite (a, ),-N ne s’annule pas à partir d’un certain rang. Si 
limy_0 (|an| /|an+1l) existe (au sens d’existence d’une limite finie, ou d’une suite tendant vers +co), 
on à alors R = lims_+4 (|an| /|an+1|). 


(ii) (Critère de Cauchy) Si limn_+00 | 4/ an) existe (au sens d'existence d’une limite finie, ou d’une 


suite tendant vers +), on à alors R = 1/lims_+ (v fat); avec les mêmes conventions que pour la 
proposition 4.5. 


Preuve. 

(i) Soit Yu, une série à termes complexes et telle que la suite (u,),-N ne s’annule pas à partir d’un 
certain rang et que lims_+6 (|un+1|/[un|) existe. D’après le critère de D’Alembert, la série Su, con- 
verge absolument si limh_+ (lun+1| /lun|) < 1 et diverge si limy_,+40 ([un+1|/[un|) > 1. Comme dans 
la preuve de la proposition 4.5, on applique ce résultat, pour z € €, à la série à termes complexes Su, 
AVEC Un = An2”, pour tout n € N. 


(ii) Soit Su, une série à termes complexes telle que lim} (Tan) existe. D’après le critère de 


Cauchy, si limy_14 ( ?/ nl) < 1, la série Su, converge absolument et si limy_,44 ([un+1|/[unl) > 1, 


elle diverge. On applique ce résultat comme dans le {i). 
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Exemples 4.2. 
(i) (Critère de D'Alembert) La série entière 2" /n! possède un rayon de convergence R égal à +oo. (En 
effet |an| / lan+1l =n +1 — +0, pour n — +00.) On définit alors la fonction exponentielle sur € par 


+00 
Vz€EC, exp(z) — Ÿ, Le 2" /n!. 


(ii) (Critère de D’Alembert) La série entière Ÿ° (n!) 2” possède un rayon de convergence nul. 
(ii) (Critère de Cauchy) Soit p € R+. La série entière S° p"z" possde un rayon de convergence égal à 


pr) = p. 


1/p. (Avec la convention habituelle 1/p = + si p = 0.) En eflet lim, _,1 ( À 


Il faut noter que le critère de d’Alembert demande que la suite (an)nen ne s’annule pas à partir d’un 
certain rang. Ainsi, a priori, il ne peut pas s'appliquer aux séries lacunaires, et en particulier aux séries 
dont les termes pairs (resp. impairs) sont nuls. 


Exemple 4.3. On considère la suite (an),,-w; définie par a, — 0 sin est impair et an — (2) sinon. 
On trouvera souvent la série 5 a, 2" notée sous la forme 5 b,,z°" avec b,, = (1/2)”. Pour déterminer 
son rayon de convergence R, le critère de d’Alembert ne doit pas être appliqué (série lacunaire). Comme 


la suite ( ?/ nl) ne possède pas de limite, le critère de Cauchy ne s'applique pas. Cependant la suite 
nEN 
( \ nl) . possède 2 valeurs d’adhérence, 0 et 1/V2. Ainsi, limsup,_,:, Yan] = 1/V2 et R = V2. 
n>0 


En prolongement de cet exemple, on lit souvent le calcul imprudent et erroné : “lim,,_490 (dm / lbm+11) = 
2, donc À = 2”. Le caractère lacunaire de la série est en cause : en effectuant le “changement de variable” 
Z = z?, le calcul précédent montre que la série 57 b,, 7" possède un rayon de convergence R/ égal à 2. 
Comme |2?| <2 |2| < V2, on retrouve bien R = V2. 


En revanche, le lecteur montrera (en s'inspirant de l'exemple ci-dessus) que pour des séries lacunaires du 
type 5622" ou bien 5b,,22%F1, on a : 

(à) si limy+0 (|bm| / lbm+1l) = 1 (resp. +co) alors R = 1 (resp. +co), 

(ü) si limm_160 


m 


bl) = 1 (resp. +co) alors À = 1 (resp. +oo). 


Remarque 4.7. On utilise souvent le fait suivant. Soit Sa, 2" une série entière de rayon de convergence 
R. On suppose qu'il existe p € R* tel que, pour tout z9 € € avec || < p, la série à termes complexes 
Sa,zÿ converge absolument, alors R > p. 


En effet, par hypothèse, pour tout r € [0, p[ la série à termes complexes S'a,r” converge et donc son 
terme général tend vers 0. Alors, l'intervalle [0, p[ est inclus dans l’ensemble B défini par la relation (4.1). 
Donc R = sup B > p. 


4.1.3. Rayon de convergence et opérations algébriques 


Proposition 4.8. Soit S'a,z" et 5-b,2" deux séries entières de rayons de convergence respectifs R et 
R'. Le rayon de convergence R, (resp. R,) de la série somme (resp. produit) est supérieur ou égal à 
inf (R, R'). 


On peut préciser ce résultat : si RZ R', R, est égal à inf (R, R'). Si R = R', R, est supérieur ou égal à 
R. 


Preuve. Soit 20 € C avec |20| < inf (R, R'). Les séries (à termes complexes) 5 a,2$ et 3: b,29 convergent 
donc absolument d’après les théorèmes généraux sur les séries à termes complexes, la série Sa, 2ÿ + 
D bn2g (resp. D an2ÿ > b:2ÿ) converge absolument. Aïnsi À, (resp. R,) vérifie À, (resp. R,) > 
inf(R,R'). SiR Z R', on peut supposer (par exemple) que À < R'. Pour 20 € € avec R < [z0l < R/, 
la série D anzg diverge tandis que la série 3 b,25 converge. Alors, la série D a26 + D bnzg diverge, 
prouvant ainsi que À — inf (R, R'). 


Exemples 4.4. (Addition de deux séries entières) 
(i) Exemple trivial. Soit (an),en€ C\ et (bn = —@n)nenr 
San2”, celui de la somme Sa,z" +57 b,2" est égal à +co. 


Quel que soit le rayon de convergence de 
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(ii) Soit Sanz", D bnz" et > ch2" données par 
Vn>1l, an=1l, bn=-1+1/nl, c—=-1+1/n. 


Les séries 5 a,2", 5b,z" et Sc,z" sont de rayon de convergence 1. La série somme Ÿ an2" +57 b,2" 
est de rayon de convergence +co, tandis que la série Sa,z" + c,z" est de rayon de convergence 1. 


Exemples 4.5. (Produit de deux séries entières) 
(i) Exemple trivial. Soit (an),en € C\ et (bn = 0),en: 
celui du produit est Sanz" 5[b,2" est égal à +oo. 


Quel que soit le rayon de convergence de 5 a,2", 


(üi) Soit (cn)nen € C\. Les séries Ycz" et Dcyz"*t! ont même rayon de convergence. Soit R: et 
R2 leur rayon de convergence respectifs. On peut écrire la série 5 c,z"*1 comme le produit de la série 
Sanz”, avec an = 1 sin = 1 et an = 0 sinon, et de la série D ch2". Ainsi Ro > R1, puisque la série 
Sanz" est de rayon de convergence +. Réciproquement, soit z0 € € avec [20] < R2. Si z0 = 0, la 
série D Czÿ converge. Si 2 £ 0, la série (1/26) D Cnzÿ! converge (puisque |z0| < R2). Donc la série 
Sch2ÿ converge. La remarque 4.7 entraîne que R1 > R2. 


Proposition 4.9. Une série entière et sa série dérivée possède le même rayon de convergence. 


Preuve. Soit ÿa,z" une série entière. D’après la proposition 4.5, le rayon de convergence R’ de sa série 
dérivée D (n+1)a,}12" est le même que celui À’ de la série Snasz". (En effet, on écrit 


Ÿ_nanz" = D. nan2" | = > (n +1) an+127. 


L'exemple 4.5-{ii) entraîne le résultat. On a alors 


LAS JR" = mon, 54 nan" = limsup,, ni/n lan [77 | 


l/n 


Or limy_+90 27/7" = 1. On en déduit que limsup,_,,, nan |" = limsup,_1 lanl*" =1/R. 


Remarque 4.10. On utilise ici le fait suivant. Soit (a, ),en; (Bn)nen € CN avec limy_,1 an = a ec. 
On a alors limsup,,_,: 4 Anbn = alimsup,_,:, Pr. On remarque que, en général, on a seulement 


liminfn_,100 An limsup,_ 10 Bn < limsup,_,; AnÜn < limsup,,_ ,, An limsup,_,; Pn: 
4.1.4. Propriétés de la somme d’une série entière 
Le théorème est la base du théorème 4.13, fondamental pour la régularité de la somme des séries entières. 


Théorème 4.11. Soit ÿ a,z" une série entière de rayon de convergence R. Soit r ER} avec r < R. La 
série S[an2" converge normalement sur le disque fermé D(O,r), et donc sur le disque ouvert D(O,r). 


Preuve. On a, pour tout z € D(O,r) et tout n € N, layz"| < Ja,|r". Comme r < R, la série D la,|r" 
converge, d’après le lemme d’Abel, assurant la convergence normale. 


Corollaire 4.12. Soit Sa,z2" une série entière de rayon de convergence R. La série entière converge 
compactement sur D(O, R). 


Preuve. Soit À un compact du disque ouvert D(O,R). Comme la distance de K au cercle C(O,R) 
est strictement positive, il existe r € [0, R[ tel que K € D(O,r). Comme la série D a,2” converge 
normalement sur D(O,r), elle converge en particulier uniformément sur K. 


Etant donné une série entière 5 4,2” de rayon de convergence À, on peut définir la fonction somme, sur 
l'intervalle de convergence ]-R, R[, par 


+00 
S':]-R,R[-C LED D Ant”. 


n=0 


Selon le théorème 4.11, la série S'a,x” (considérée comme série de fonctions de la variable réelle), 
converge normalement sur tout intervalle [-r,r] € ]-R,R[ et donc, en particulier compactement. On 
s'intéresse sans la suite de ce 4.1.4 aux propriétés de cette fonction somme. 
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Théorème 4.13. (Régularité de la fonction somme d’une série entière) Soit 5 an2" une série entière 
de rayon de convergence R. La fonction somme est de classe C® sur ]-R, R[. 
De plus, pour tout p € N, la dérivée d'ordre p de S, s'écrit 


S®):]-R,R[—C ze Ÿ ” nfn—1)...(n—p+1l)anr" ?. 
n=p 


On peut reformuler ce résultat en disant que sur l'intervalle de convergence |—R, R[, la fonction somme 
d’une série entière est une fonction indéfiniment dérivable, et que ses fonctions dérivées successices sont 
les fonctions sommes des séries entières dérivées successives. 

On remarque également, qu’en particulier SP) (0) — plap. 


Preuve. 
(a) Chaque fonction monomiale us :]J-R,R|l—C, xr ax" est de classe C®, de dérivée d’ordre p 


bP = 0 pour n < p 


= (P) (x) = bP x? 
Vz E|] R,R|, ur (x) = br avec { bb = n(n—1)...(n—-p+lja, pourn >? 


Selon la proposition 4.9, chaque série entière 57 b2 2? est de rayon de convergence R. 


(b) Le théorème 4.11 entraîne que, pour tout p € N, la série 5° b? 2? converge compactement sur ]—R, R|. 
D'après le théorème 3.13, la somme est de classe C® sur ]-R, R[. 


Proposition 4.14. (Intégration de la fonction somme d’une série entière) Soit S a,x" une série entière 
de rayon de convergence R et S sa fonction somme (de la variable réelle). Pour tout intervalle compact 
[a,b] C ]-R,R[ (a < b) la fonction S est intégrable et de plus 


sOa= as fr dt= JU (nt anti 12 
S(t) dé =)" an | t en | “a À (4.2) 


Preuve. Comme chaque fonction monomiale u, :]—-R,R[— C, x a,x" est continue, donc intégrable 
sur [a, b], et comme la série D a,x" converge compactement sur ]—R, R[ donc uniformément sur [a, b|, le 
théorème 3.11 donne la relation 4.2. 


Corollaire 4.15. (Primitives de la fonction somme d’une série entière) Soit S a,x" une série entière de 
rayon de convergence R et S sa fonction somme. Sur l'intervalle |-R, R[, une fonction T est primitive de 
S si, et seulement si, il existe une constante complexe k telle que 


VrE]-R,R|, T(z)=k+ 
Exercice 8. Démontrer le corollaire 4.15 à partir de la proposition 4.14. 


4.2. Développement en série entière d’une fonction 


Le 4.1.4 montre que la fonction somme d’une série entière est de classe C® sur l’intervalle de convergence. 
La question réciproque a fait l’objet de longs débats dans l’histoire des mathématiques : les fonctions 
de classe C® s’expriment-elles comme somme d’une série entière. La réponse négative à cette question 
a été à l’origine d’une des théories mathématique les plus fécondes, celle des fonctions analytiques. 


4.2.1. Définitions et conditions de développabilité 


Définition 4.16. Soit xo € R, V un intervalle ouvert contenant x0 et f € F(V,K). On dit que f est 
développable en série entière en x si il existe un réel R > 0 et une série entière Sa,z" de rayon de 
convergence R tels que 


+00 _. 
Vrelro—R,zo+R[NV, f(x) = 2. An (Er — %o)". 
Théorème - Définition 4.17. Soit V un intervalle ouvert, xo € V et f € F(V,K) développable en 


série entière en x. Alors 
(i) I existe un intervalle T C V, voisinage de xo, tel que f est de classe C® sur T ; 
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(ii) Il ya unicité du développement en série entière en %o. 


2 De pue ss (n) s 
(iü) Plus précisement, la série entière FT Go) ;r possède un rayon de convergence R non nul et 


+0 f(0) (xo) 


n=0 n! 


Vr € ]xo — R, 0 + R[N V, f@)= 


(x — to)”. 


(nm) 
La série NH À Go) (x — xo)” s'appelle la série de Taylor de f au point to. 


Preuve. Soit ÿa,z" une série entière de rayon de convergence À > 0 telle que 
+00 ñ 
Vrelzo-Rz+R[NV, f(a)=3 m2)". (4.3) 
Le théorème 4.13 implique que la fonction 
+00 à 
S:]-R,R[—C te). ant TITRE TO 


est de classe C®, ainsi que la fonction composée $S o 7,,, définie sur ]x0 — R,x0 + R[ par So 7, (x) = 
S'(x — %0). (Tr, désigne la translation x + x — %0.) De plus 


VrElr0—-R,1zo+R], (So Tao)? (x) = . nin—1)...(n—p+l)anr" ?. 
n=p 


La fonction So 7,, coïncide avec f sur Z = ]x0 — R,x0 + R[N V, qui est un intervalle ouvert voisinage 


de 0, comme intersection de deux intervalles ouverts voisinages de +0. Ainsi, le {i) est vérifié. De plus, 


pour tout p € N, on a en particulier fP) (x9) = (So Tes) ( 


Vp € N, ap — f®) (zo) /p!, (4.4) 


ce qui entraîne le (ii). Le (ii) s'obtient en remplaçant a, dans (4.3), par la valeur trouvée en (4.4). 


zo) = play. Ainsi, 


On peut réécrire le théorème 4.17 en terme de conditions nécessaires de développabilité. 


Proposition 4.18. (Conditions nécessaires de développabilité) Soit V un intervalle ouvert, x0 € V et 
fEeF(V,K) : 

pour que f soit développable en série entière en xo, il est nécessaire que 

(i) f soit de classe C® sur un intervalle ouvert voisinage de x ; (CNdev) 


ds ji (nm) : 
(ii) la série S° FT (co) ,n possède un rayon de convergence non nul. 


Des exemples montrent que : 
(a) la condition (i) n’entraîne pas la condition {ti}, 
(b) les conditions (4) et {ii) ne sont pas suffisantes. 


L'exemple 4.6 illuste le (a) et l'exemple 4.7 le (b). 


Exemple 4.6. (Fonction de classe C© dont la série de Taylor est divergente) On considère la série de 
fonctions D'un avec un(x) = 27" cos (n?x), pour tout x € R. On vérifie que : 
(@) pour tout n € N, la fonction u, est de classe C® sur R et, pour tout p € N, la série Ÿ° up) converge 
uniformément sur R. 
Ainsi, la fonction somme f — + un est de classe C® sur R. Cependant, on montre que (en calculant 
donc effectivement les uP )) : 

. (n) 
(B) la série Ÿ° FT Go) yr possède un rayon de convergence nul. 
Ainsi, f n’est pas développable en série entière en 0. 


Exemple 4.7. (Fonction f de classe C® dont la série de Taylor converge vers une fonction différente de 
f) Soit f : R — R, définie par f(x) = exp (—1/x°?) si x # 0 et f(0) = 0. On montre par récurrence que : 
(y) pour tout p € N, il existe une fonction rationnelle Q, telle que : Vx Z 0, fP)(x) = Q, (x) exp (—1/2?). 
Alors, on alims_,0»40 f P)(x) = 0. (“L'exponentielle l'emporte sur la fraction rationnelle”.) On en déduit 
que : 

(6) f est de classe C® sur R avec : Vp € N, f(P)(0) = 0. 

Ainsi, la série de Taylor de f est nulle (donc possède un rayon de convergence infini). Sa somme est, bien 
sûr, nulle. Or, pour tout x Z 0, f est strictement positive. Donc, la série de Taylor de f ne converge pas 
vers f. 
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Exercice 9. Démontrer avec précision les assertions (a), (B), (7) et (ô) des exercices 4.6 et 4.7. On 
vérifiera en particulier, pour l'exercice 4.6 que 


+oo 4k 2 +00 Ak+2 2 
n sin x 
Ven, vreR, 00 (02 5) jeun (2 ST Cape RU), 
n=0 n=0 


Proposition 4.19. {Conditions nécessaires et suffisantes de développabilité) Soit V un intervalle ouvert, 
%EV et fe F(V,K) : 
J est développable en série entière en xo si, et seulement si, il existe r > 0 tel que : 
(i) f est de classe C® sur ]xo — r,xo +r[NV ; 
: - F0 Go) k 
(ii) la suite | R, : x f(x) — SC HI (x — xo) tend vers 0 sur ]-r,r[NV. 
: neN 


(CNSdev) 


Preuve. Pour cette proposition, nous allons utiliser la méthode habituelle, à savoir étudier le problème 
pour æ0 = Ü, cas auquel on peut toujours se ramener par la translation 73, : © — % — xo. 

(a) Si f est développable en série entière en 0, le théorème 4.17 (points {i) et {iii)) entraîne les points 
(i) et (ü) ci-dessus. 

(b) Si (i) est satisfait, la suite (R,),,_\ est définie. Si {ä) est satisfait, il existe r” > 0 tel que ]-r’,r'[ € 


: (x) < 
]J-r,r[NnV et la série 37%) Ok converge sur ]—r’,r’[. D’après la remarque 4.7, le rayon de conver- 


- (k) Le. k 2e . | 
gence de la série 5 K_0 Ok est supérieur à r”. Sur ]—r’,r’| la série converge vers f, d’après {ü). 


Soit V un intervalle ouvert, voisinage de 0 et f € C® (V,K). La proposition 4.19 montre que l’étude de 
la développabilité en série entière en 0 se ramène à celle de la suite des restes (R,) On remarque 
qu’on à 


neN' 


VzevV Ro = [ 


1 1— n 
ma fm) (u) du = os | Ur nt (æv) dv, (4.5) 
JO “ 0 nm: 


en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral. 
Un problème important est donc de trouver des conditions suffisantes pour que la suite (R,),,.N tende 
vers 0. On en donne deux (propositions 4.20 et 4.21) qui suffisent pour traiter les exemples courants. 


Proposition 4.20. (Conditions suflisantes de développabilité) Soit V un intervalle ouvert, x0 € V et 
fe F(V,K) : 
f est développable en série entière en x si il existe r > 0 et C, M > 0 tels que : 
(i) f est de classe C® sur ]xo — r, to +r[NV ; (CSdev) 
{ (iü) Pour tout n EN, tout x E Ïxo —r,to +r[NV, Fi (x)| < C Mn. 


Preuve. On se ramène à x0 = 0, par la translation 73, : & — æ — x0. La formule intégrale (4.5) montre 
que, sous l’hypothèse (ii), on a 


L 
VneN, Vrelzo-no+rlnV, [Rx] <Cle"tim" +0 f (1 = vu)" dv. 
0 


< Ca" Mr, 
Soit x € ]to — r,t0o +r[N V tel que de plus |x| < 1/M. Soit p > 0 tel que |x| < p <1/M. On a 
RIM < (PM), 


avec 0 < pM < 1. Donc lims_,+10 (pM)"** 


avec r/ = min (r,1/M). 


= 0, et la suite (R:),en tend vers 0 sur ]xo — r’,%o +r'[NV, 


Proposition 4.21. Soit V un intervalle ouvert, x0 € V et f E CP (V,K). S'il existe ©, M > 0 tels que 
VnEN, Vre V, F0) (x) <CM", (4.6) 


n fr) 
la série entière F7 Go) 


El 2° possède un rayon de convergence infini et f est somme de sa série entière 
k=0 ; 


sur V. 
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Preuve. On a 


(' (x)| D) < Cr M/(n)"". 


D'après la formule de Stirling (n! + (n/e)" V2rn, pour n — +00), il vient (n!)!/" < (n/e) (2rn)'/2"), 


pour n — +00, avec lims_4 (27n)7/27) 2 1. D'oùlim,_,44 (n!)!/" = +oo et limy_,400 (| F0) (x)] /n!) A 
nf) 
0. Ainsi, d’après le critère de Cauchy, la série 9° F7 Go) x possède un rayon de convergence infini. De 


_ k! 
k=0 
plus, on a (avec les notations de la preuve de la proposition 4.20) 


VneN,VrevV, |R,(x) 


n+1 sl n+1 
Mt M 

L cr n! | (1 v)" du < CARE di 
: 0 


(n +1)! 


On à alors, pour tout x € R, lims_,50 C|Mx|"*1/(n+1)! = 0, d’où lim, Rn(x) = 0, pour tout 
z € V. 


4.2.2. Exemples 


Les exemples suivants portent sur des développements en série entière en 0 de fonctions classiques. 


Exponentielle et fonctions hyperboliques Dans l’exemple 4.2, on a définit la fonction exponentielle 


complexe sur C, par 
+oo 27 
FA 
e* = exp(z) = > Or 


En particulier, pour tout x € R, on pose exp (x) = ÿ° 


Proposition 4.22. On a : 
(i) pour tout pe N, tout x ER, on a exp) (x) — exp(x), 
(ii) pour tout 1, 22 € C, on a exp (z1 + 22) = exp (1) exp (22). 


Preuve. 
(i) D’après le théorème 4.13, pour tout p € N, tout x € R, expÜP) (x) s'écrit 


His NT nin—1)...(n-p+1l)x"? NS UP Ne 
exp?” (x) nr #i É. np} > re 
(ii) Soit 1, 22 € C. On a ete? = _ Cn avec 


à n—k 
LL 4° 2 LL" n! k, n-k_ 1 n 
He k(n=&k) n! 2. kin=Hit 2 nr G@+2), 


par la formule du binôme. 


On définit alors les fonctions cosinus hyperbolique, notée ch (resp. sinus hyperbolique, notée sh) comme 
étant la partie paire (resp. impaire) de la fonction exp. On a alors 


+oo g27 +oo  w?27+1 
h x — . shx = PSE TV 
hr=) On)! Gesp. shz=) (2n + 1)! 


Fonctions trigonométriques On suppose connues les fonctions trigonométriques, et leur propriétés 
usuelles. On a alors 


VrER, VneN, cosl){x) = cos (x + ns) (resp. sin) (x) = sin (x + ns) ). (4.7) 


Ainsi, les dérivées successives de la fonction cosinus (resp. sinus) sont bornées sur R. Les formules (4.7) 
entraînent que 


VpeN, cos(P)(0)=(-1}, cos) (0) =0 (resp. sin(2) (0) =0, sin(2+1) (0) = (—1)). 
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Selon la proposition 4.21, les séries entières 
2n ñn x?" a2n+1 . a2n+1 


Door DC Gen. Den 0) ON) 


possèdent un rayon de convergence égal à +co et la fonction cosinus (resp. sinus) est somme, sur À, de 
sa série entière 


+00 - x?" | Loo L a2n+1 
Vx € R, COS ZT — . (—1) Cn)! (resp. SIN T — > (—1) Qn +1! Je (4.8) 


Remarque 4.23. On peut, à l’inverse, définir les fonctions trigonométriques à partir des formules (4.8) 
et montrer qu’elles vérifient les propriétés usuelles. 


Fonctions puissances Soit &« € R\N. La fonction p, : æ + (1+x)" est (au moins) définie sur 
l'intervalle ]—1,+oof et de classe C® sur cet intervalle. On démontre (par récurrence) que 
VrER, VneN, pl(z)=a(a—1)...(a—-n+1)(1+x)"". 


En reprenant les notations de la proposition 4.19 on remarque (à l’aide de (4.5)) que 


Vz E]-1,+o0|, OS A (=) (+u)® du 


oh enr) 


T—u 
1+u 


On note classiquement — (%) (coefficient binomial). On remarque que < |x| 


(attention, x peut être négatif !). D'où 


el” : 


Vze]-1,+o0[, |R(x)| < (3) 


| [1+ul°"1 qu 
Jo 


B(n;x) C(x) 


Comme Sn +1,x)/B(n,x) = Lt x] — |x|, pour n — +00, on constate, par le critère de d’'Alembert, 


que la série S B(n,x) converge pour |x| < 1. Son terme général B(n, x) tend donc vers 0. Comme C(x) 
ne dépend pas de n, on a donc lim, |RA(x)| = 0, pourvu que [x] < 1. Ainsi 


+00 —1)...(a— 1 
Vze]-1,1|, A+ = 7? 20 te ReDe (4.9) 
En faisant x := —x, on obtient 
a +æ a(a—1)...(a—-n+1) 7 
Vze]l-1,1|[, (1—-x) =) (1) LA (4.10) 


Remarque 4.24. Le cas « € N correspondant à un cas particulier de fonctions polynomiale. On a 


VpEN, VreR, (ta) = Chat. 


k=0 
On déduit de (4.9) et (4.10) les relations suivantes (on fait & = —1) 
1 +00 nn CE + 
Vz e]-1,1[, de =) ,.,(t-1 a, er DIE (4.11) 


Remarque 4.25. On obtient en général les relations (4.11) à partir de l’expression de la somme de la 
série géométrique de premier terme 1 et de raison z. 


_ 1— 271 
k _ 
VzEeC\{1}, VneN, ù Se ne 


D'où1/(1-2:)=3% 42" +2%t1/(1— 2). Comme, pour [2| < 1, on a lims_+ 271 = 0, on en déduit 
la relation 


1 + 
Vze D(0,1), Er) 


formule dont la deuxième égalité de (4.11) est la restriction à z € ]—1,1[. 
Avec le théorème 4.17, on déduit de (4.11) par récurrence, les formules 
1 = 1 = 


TE JD CP) Pa = NS rte", (4.12) 


VEN, Vre]-1,1|, TL 


n=p—1 n=p—1 


Exercice 10. Vérifier en détail les formules (4.12). 
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Fonction logarithme En appliquant la première égalité des relations (4.11) et le théorème 4.14, on 
obtient 


# À +00 . + (—1)" 
1,1 In (1 = —— dt = 1)" | {dt = Le 
Vre] ? [; n(1+x) . Fe D ) : 2 el 
D'où 


Vx el]-1,1{, m(l+æ) =" ET y | mAi-z)=-) ns 


n=1 nm 


Autres développements classiques Les formules (4.10) et (4.11) donnent 


+oo 1] 


” 1 +00 
= - 0 4n nr * 1+7? _ D C 


n x? 


Vz e]-1,1|, 


= 
— 


Par intégration (théorème 4.14), on en déduit 
+oo 1 2n+1 Loo : 2n+1 
Vxe]-1,1{, arcsinx = >. RD ,  arctanæ = Das (—1) _ Li 


5. Séries de Fourier 


Dans le cadre du programme du CAPES, les séries de Fourier se traitent en utilisant l’intégrale de 
Riemann, ce qui oblige à des compromis sur les espaces dans lesquels on les étudie. Cette section 
commence donc par fixer les dits espaces. 

5.1. Préliminaires 

5.1.1. Quelques espaces de fonctions périodiques 


Soit T un nombre réel. On note Er(K) l’ensemble des fonctions à valeurs dans K, localement intégrables, 
de période T' au sens suivant 


VfEEr(K), VreR, f(x+T)= f(x). 
(Autrement dit, T est une période de f, mais f peut en admettre une inférieure.) 
On vérifie que : 
Lemme 5.1. Pour tout a ER,ona an: ft) dt = de (t) dt. 
Théorème 5.2. L'ensemble Er(K) est une sous algèbre de l'algèbre F (D,K) = KP 
On va distinguer dans Er(K) des sous ensembles qui seront utilisés dans les 5.2 et 5.3. 


Définition 5.3. (fonction périodique continue par morceaux) On dit que f € Er(K) est continue par 
morceaux, s’il existe une subdivision (x;),,4, de l'intervalle [0, T\ telle que : 

(i) flrismisa[ est continue, 

(ii) en tout x;, 0 <i < n, les limites unilatérales de f (c'est-à-dire à droite et à gauche) existent. 

On note EŸ(K) le sous ensemble de Er(K) constitué des fonctions continues par morceaux. 


De manière plus brève, on dit que f € Er(K) est continue par morceaux si, sur l’intervalle [0, T], elle 
ne présente qu'un nombre fini de discontinuités de première espèce. (Discontinuités caractérisées par 
l'existence des limites unilatérales.) 


Remarque 5.4. On démontre facilement, compte tenu de la périodicité de f, qu’elle est continue par 
morceaux, si, et seulement si elle présente un nombre fini de discontinuités de première espèce sur un 
intervalle quelconque de longueur T.. 


Théorème 5.5. L'ensemble EŸ(K) est une sous algèbre de l'algèbre Er(K). 


Exercice 11. Démontrer le théorème 5.5. 
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On utilisera également les deux espaces suivants : 
e CY(K), la K-algèbre des fonctions continues de période T, 
e CL(K), la K-algèbre des fonctions de classe C! de période T, 


On a les inclusions suivantes entre les espaces introduits ci-dessus (elles sont symbolisées par les flêches) 


Dans la suite, on omettra le corps d'arrivée lorsqu'il n’y a pas d’ambiguïté (par exemple E% au lieu de 
ES (K)). Remarquons également que la structure vectorielle des espaces de fonctions sera quasiment la 
seule utilisée dans la suite. 


5.1.2. Produit scalaire dans C7(K) 
Théorème 5.6. L'application, à valeurs complexes, définie sur E2x(C)XE2#(C) par 


Lt 

2 

EDEN, og] FO at G.1) 
Œ T7 

est une forme hermitienne positive, id est : 

(i) elle est antilinéaire par rapport à la première variable, linéaire par rapport à la seconde, c’est-à-dire 

que 


V(f,g,h) € (Ex(C)), Viec, { de (Af,g) = À(f,9) 


(ii) elle vérifie : V(f,g) € (E2r(C)), (9, f) = 
(ii) elle est positive. : Vf € E2r(C), (f,f) > 0. 


La preuve est immédiate. On remarque cependant que la forme (-,:) n’est pas définie positive. En effet, 
pour une fonction intégrable au sens de Riemann sur [0,27] et positive, l'intégrale 17. w(t) dt peut être 
nulle sans que 4 le soit. On en déduit le résultat suivant. 


Proposition 5.7. L'application, à valeurs réelles positives, définie sur Es,(C) par 


VSEEx(C), [fl = VF, f) 
est une semi-norme sur E2r(C). 


Ainsi, l’espaceE2, (C) muni de la semi-norme ||:|, est un espace topologique non séparé. Il faut se 
restreindre à CZ (K) pour obtenir un espace préhilbertien. 


Théorème 5.8. 

(i) La restriction de l'application (:,:) définie par la relation (5.1), à l’espace C$,(C)xCS$,(C) est un 
produit scalaire. 

(ii) Ainsi, la restriction de l'application ||], = /{,:) est une norme sur C9, (C). 


Remarque 5.9. L'espace C5, (C), muni de la norme ||:||,, n’est pas complet, comme le montre le contre- 
exemple développé ci-dessous. 


Exercice 12. Considérons, pour n € N*, la fonction f,, 27-périodique et paire, donnée sur [0,7] par 


Vn > 1,  faltor/2 = 1; Jnlin/2n/2tin) = N(T/2—-2) +1,  falx/2+1/nm — 0. 


(i) Vérifier que, pour tout n € N*, la fonction f, est continue. 
(ii) Montrer que la suite (fh),>, est de Cauchy. 
(ii) Montrer (par l'absurde) que la suite (fh),>, ne converge pas dans EC): 


Corrigé. 

(i) Par construction, chaque f, est constante sur [0,7/2], affine sur [r/2,7/2 + 1/n], constante sur 
[n/2+1/n,x]. Le lecteur vérifiera sans peine que les “raccordements” se passent bien aux points 
0, x/2 x/2 + 1/n et x. (Les points 0 et 7 sont à considérer, pour les questions de parité et de péri- 
odicité. 
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(ii) On a 


r/2+1/n 
ef OH à 


1 T 
V2 20, Mn hlèe ge] (MO-MHOPaSE 


puisque la fonction |f, — a est paire et que les fonctions f, et fn, coïncident sur [0,7/2] et 
[r/2+1/n,7]. Comme fr4p < fn < 1 sur [r/2,7/2+1/n|, on a 


, 1 m/2+1/n 1 
21 (h-hoiSsf, de (5.2) 


/2 TN 


La relation (5.2) entraîne facilement le résultat, puisque la majoration est indépendante de p. 


(iii) On raisonne par l’absurde, en supposant qu'il existe f € C5, (C), limite de la suite ( Jn)ns1e On à 


alors 
1 x/2 à à 
m21, > fn &) — FO dt < fn — fll2. 
T Jo 


Comme fh|10,r/2] = 1, pour tout n > 1, on en déduit 


1 r/2 
V>L =) UF dt< ff. 
T Jo 
Comme limy_+00 [fn — F2 = 0, il vient f/?|1— f(6)|? dé = 0. La fonction t + [1— f(t)[? étant 


continue et positive, elle est nulle sur [0,T/2]. Donc fip,r/2 = 1. De même, pour tout à € ]0,x/2{, on a, 


I T 
Vn>1, = ln (E) — FO dé < If — fl 
TT r/2+a 
Or, pour tout n > 1/a, on a r/2+1/n < r/2+ a. Donc fh|#/2+1/a,r] = 0, puis 


Vn>lja, + LFP dt < fr — FE. 


T , r/2+a 


Comme ci-dessus, on en déduit que fljx/2+a,r] = 0. Ainsi (en faisant tendre à vers 0), on à flx/2,x] = 0. 
Il en résulte que la fonction f est discontinue en T/2. 


5.1.3. Remarque : généralisation de la notion de série 
Dans ce cours, nous n’introduirons pas la notion de famille sommable en toute généralité. Nous utiliserons 
seulement les notions suivantes. 


Soit (c:),-7 une famille indexée par Z de nombre complexes. 


ne 


e On notera ÿ },-7 Cn la série complexe de terme d’ordre 0, © et de terme général €, +c_A, (on note 
également cette série sous la forme co + ÿ°,,5, (Cn + C_n)), 


e Si la série co + > (Cn + C-n) converge, on dira que la série ÿj,-7Cn Converge et on notera 
D % Ch la somme de la série co + 3,51 (Cn +C_n)- 


n——OO 


La convergence de la série ÿ°,,47 Cn s’étudie à l’aide des sommes partielles, définies pour tout n € N, par 


nm 
Sn = Co + (Gb): 
k=1 


Remarque 5.10. On notera que cette notion de convergence est différente de celle liée à l'étude de la 


suite double L 
Snin = ÿ Ck 
k=m 
qu'on étudie pour m — —0 et n — +00. 
Cette deuxième notion de convergence est équivalente à la suivante : la série Den Cn converge si, et 
seulement si, les séries Ÿ°,,50Cn et Dh>1 C-n convergent au sens classique. On montre alors que 


. +00 +00 
lim Sri = > Cn + > Ce 
d n=0 n=1l 


(m,n)—(—00,+00) 
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On remarque facilement que si la série Ÿ°,,67 Cn Converge au deuxième sens, alors elle converge au premier 
sens. La réciproque est fausse en général. 

Cependant, le lecteur constatera que dans le cas d’une suite (c,),-, à termes positifs les deux notions 
sont équivalentes. 

Le lecteur est invité à faire la comparaison avec le cas des intégrales doublement généralisées (voir le 
document de cette même collection.) 


Exemple 5.1. La série Ÿ°,,-7 Cn avec, pour tout n € Z*, c, = 1/n et co — 0 est convergente, de somme 
0 au premier sens, mais divergente au deuxième sens. 

5.2. Coefficients de Fourier et somme (finie) de Fourier 

5.2.1. Coefficients de Fourier exponentiels et somme de Fourier 


Le cas de C$,(C) Pour tout n € N, on pose 
VneZ, VreR, en(x) = ef". 
Proposition 5.11. La famille (e,),,-7 est une famille orthonormale, c’est-à-dire que 


1sim=n 


2 — = 
V(men) 624 (een) = êmn = À 9 ahron 


Définition 5.12. 

(i) On appelle fonction polynôme trigonométrique (ou, de manières incorrecte, polynôme trigonométrique) 
toute combinaison linéaire de fonctions de la famille (e,),,c7 : 

(ii) Pour tout n € N, on notera Esxn (C), l’espace vectoriel engendré par les fonctions ex, —-n <k <n. 


L'espace Er n(C) est un sous espace de dimension 2n + 1 de C9, (C). Pour la topologie définie par la 
norme ||-|), il est donc un sous espace complet de C$,(C). 


Définition 5.13. Soit f € CS, (C). 


(i) Pour tout k € Z, on appelle n°”"*coefficient de Fourier de f, le nombre complexe 


(= tenez f joe 


2x =. 


(ii) Soit n € N. On appelle somme de Fourier de f d'ordre n, le polynôme trigonométrique 


nm 


Sn (F) = —— ck (F) ex. 
Lemme 5.14. Pour tout n € N, le vecteur f — $,(f) est orthogonal à Er n(C). 


Preuve. Il suffit de vérifier que, pour tout j € {—n,...,n}, f — S,(f) est orthogonal à e;. On a 


(ess F— Sa(P)) = Ces, FD (Per) = (es, D 


par linéarité. Or (e;, f) = c;(f) et (e;,ex) = 0x. Doù (e;, f — S;(f)) = 0. 


nm 


ck (F) (e;,ex) , 


k=-—n 


On en déduit immédiatement la proposition suivante. 
Proposition 5.15. L'application 
Cr (C) — Errn(C) ft Sa (f) 
est la projection orthogonale sur Ex n(C). 
Les propriétés de la projection orthogonale entraînent le corollaire suivant. 


Corollaire 5.16. Pour tout n € Net tout f € CS, (C), S, (f) est la meilleure approximation en moyenne 
quadratique de f par un polynôme trigonométrique de E2rn(C), c'est-à-dire que 


If — Sn (PI = d(F, Errn(C)) = —_—— ” If — gll. 


27 ,n ( 
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Corollaire 5.17. (Inégalité de Bessel) Pour toutneN,ona 


n 2 Ï T : 
D le < 3 | OP dé (5.3) 
Preuve. En effet, comme f — $,(f) est orthogonal à $,(f), le théorème de Pythagore assure que 


LE — SCI + SCIE = A - (5:4) 


D'où |5,(f)1 < 1|fI7, avec ||fI? = JT ( )|” dé et, puisque la famille (en),ez est orthonormale 


IS =D De D Lee) =D le (PE. 


Extension à E2,(C) Rappelons que la forme hermitienne (-,:) n’est pas définie positive sur E2,(C) et 
donc que ||-||, est seulement une semi-norme sur cet espace. Cependant, la définition 5.13 des coefficients 
de Fourier et des sommes de fourier se généralise sans problème aux éléments de E2,(C). 


De même, pour tout n € Net tout f € E2,(C), l’orthogonalité du vecteur f—S,,(f) à Er n(©) reste vraie, 
entraînant que les corollaires 5.16 et 5.17 le sont également. Ainsi S, (f) est la meilleure approximation 
en moyenne quadratique de f par un élément de Er n(C). 


5.2.2. Coefficients de Fourier trigonométriques 


Dans le cas de fonctions de E2,(R), le recours aux fonctions exponentielles complexes ne se justifient pas 
forcément. Il est alors commode de définir des coefficients de Fourier, basés sur les fonctions cosinus et 
sinus. 


Rappelons que 


ent es enr : ent … ent 
= SiNnT = 
VneN, VreRk, CR ce À 
EE = cosnxr +isinnt e "= cosnxz — isinnx 


Soit f € Es (R) et n EN. Dans la somme S,(f), en regroupant les indices opposées, on obtient 


Sa(F) = co(f) + 
_— Co(f) T 


(cx( Fe + e_x(fje #7), 
(ck(F) + c_8(F)) cos kx + (ce (F) — c_x(F)) sin kx. 


On pose alors, pour tout k > 1, 


ax(f) = œ(f)+c-r(f) = E | f(t) (et +eifi) dt = 1 L f (&) cos kt dt, (5.5) 


be(F) = i(cx(f) — c_k(F)) = . ft) ferrr — efFi) dt = - 3 J () sin kt dt. 


TT 


Comme f est à valeurs réelles, on remarque que les termes c;(f) et c_x(f) (k € N) sont des nombres 
complexes conjugués et que les coefficients az(f) (k € N) et ag(f) (k € N*) sont réels. 


Définition 5.18. Les coefhcients ax(f) et bx(f) définis par les relations (5.5) s'appellent les coefficients 
de Fourier trigonométriques de f. 


Remarque 5.19. Les relations (5.5) permettent immédiatement d'exprimer les coefhcients de Fourier 
exponentiel (ca(f)),<z en fonction des (a(f)),en et des (ba(f)),en- On a, pour tout k > 1, 
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La somme S,(f), écrite sous la forme, 


ao(f) + . ag(f) cos kx + ibx(f) sin kx 


s’appelle également somme de Fourier de f. On précisera éventuellement en somme de Fourier trigono- 
métrique. 


Remarque 5.20. Certains auteurs préférent unifier la formule donnant les a,(f) (n € N) en posant, 


pour toutn EN, 
1 


an(f) = Hama. 


Avec cette définition, la somme de Fourier de f s'écrit (pour tout (n,x) € NXR) 


ao(f) 


7 + Dee Ge(/) cos ke + ba) sin ka, 


avec Co(f) = ao(f)/2. 
Nous conserverons dans ce document pour ao(f) la formule donnée par les relations (5.5). 


Remarque 5.21. Lorsque f € Ex (R) est paire (resp. impaire), les formules (5.5) montrent que 


1 Eu D 
at =] Fbasntdie Vasi. al = = | Ébiounié “Het 
TJo TJo 
2 T 
(resp. Vn >0 a(f)=0; Vn>l, 2 | f () sin nt dt. 
0 
Ces propriétés découlent immédiatement de la parité des fonctions à intégrer. 


5.3. Séries de Fourier et convergence 
5.3.1. Position du problème 


On appelle série de Fourier exponentielle (resp. série de Fourier trigonométrique) toute série de fonctions 
D [nez Un (resp. D yez Un), où les uw, (resp. v,) sont des fonctions de la variable réelle vérifiant 


V(n,xz)eZXR, u,(x) = ce 
(resp. V(n,x) ENXR, vo(x)= ao: V(n,x)EN°XR, v,(x) = c, cosnx +isinnx). 


où les c, (resp. les a, et les b,) sont des constantes complexes. 


On s’intéresse au problème de la convergence d’une telle série, essentiellement lorsque les c,, (n € Z) (resp. 
les a, (n € N) et les b, (n € N*)) sont les coefficients de Fourier exponentiel (resp. trigonométrique) 
d’une fonction f € E2x (K). 


Remarque 5.22. Lorsque K = C, (resp. K = R), on étudie plutôt la série exponentielle (resp. trigono- 
métrique), mais il n’y a pas là d’absolu (rien n’interdit de consiéderer des a, et des b, complexes.) 


Dans le 5.3.2, on expose les principalement résultats à connaître. Les preuves les plus délicates sont 
développées dans le 5.3.3. 


5.3.2. Principaux résultats 


Etant donnée une fonction f € E%, (K) (K = R ou K = C), on sintéresse donc à des conditions suffisantes 
pour que la série de Fourier exponentielle (resp. trigonométrique) 


>. (fe (resp. ao(f) +  . an(f) cosnx + b,(f)sinnx) 


converge. On étudiera plusieurs modes de convergence dans les paragraphes suivants. 
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Convergence en moyenne quadratique Cette étude est motivée par les résultats du 5.2.1. Citons 
d’abord une conséquenc immédiate du corollaire 5.16. 


Proposition 5.23. Pour tout f € Ex (C), la série des coefficients de fourier de f est de carré sommable. 
De plus on a l'inégalité de Bessel 


EC aus / OP ar 


Preuve. En effet, selon l'inégalité de Bessel de 3), la suitenr Lien lce (PJ est croissante majorée, 


donc convergente et sa somme D. lex (f)P est majorée par EI (&l? 
Comme la série D 3e7 |Cr( PJ est à coefficients positifs, le fait qu’elle soit convergente entraîne que 
chacune des séries 30 |Ck (Pl et Hope lé (f)l? est convergente (voir remarque 5.10). 

La proposition 5.23 est améliorée par le théorème suivant. 

Théorème 5.24. 


(i) Le sous espace vectoriel de E2, (C) engendré par la famille (e,),,-7 est dense dans E2, (C). 
(ii) Soit f € E2x (C). La série des coefficients de fourier de f est de carré sommable. De plus on a l'égalité 


de Parseval-Bessel ï pe 
+00 
) Le CAE = ;L Lf (6) dé. 
=—00 TJS 


(iü) Soit f € Exx (C). La série des coefficients de fourier de f converge en moyenne quadratique vers f. 
Autrement dit 
lim — Met (fe tk f() 


n— +00 27 


(iv) Soit f, g € E2x (C). On dispose de l'identité 


D. aDa(o = 7 | FOvto at 


Les assertions (i) à (iv) sont des équivalences. Elles traduisent le fait que la famille (e,),- est une base 
hilbertienne de Er (C). 


Nous montrerons le (i) (résultat le plus difficile) dans le 5.3.3. Ici, nous vérifions les équivalences entre 
(i), (Gi), (üi) et (iv). L’inégalité fondamentale est la relation de pythagore (5.4), que nous réécrivons sous 
la forme 


D la +] Dates OP ae 2 [ISO IT. 69) 
ns —— — — TT 


ISA (PIZ 1F-Sh(PII2 


[(G) = (ü)] Soit f € E2x (C). Soit € > 0. Il existe, selon (i), un polynôme trigonométrique p, c’est-à-dire 
un entier N et une famille (ax),,<, avec p =  . axer € E2r,N(C), tels que || f — k|l, < €. Selon le 
corollaire 5.16, on a 

If — Sn(Pl2 < Ur — fl 


D'où |f— Sw(f)l < €. De plus, pour tout n > N, on a [S,(f)l* > [|Sw(f)ll” et, d’après (5.6), 
[f — Sa(f) < 1f — Snw(f)i. Ainsi, pour tout n > N, | f — Sn(f)i < €. La suite || f — Sn(f)|] tend donc 
vers 0 et 5%__, |c(f)|* converge vers ||f||°. 

(ii) = (i)] Soit f € Er (C). Sous l'hypothèse (ii), la suite ||f — S,(f)|l, converge vers 0, d’après la 
relation (5.6). Ainsi, il existe une suite de polynômes trigonométriques tendant vers f, prouvant (i). 
Os (üi)] Soit f € Ex (C). L’équivalence entre (ii) et (iii) se ramène à vérifier que lim, 4 ||Sn(f)|? = 
|fIF si et seulement si lim,_,42 ||f — S,(f)|7 = 0, ce qui est vrai d’après la relation (5.6) ci-dessus. 


(ii) = (iv)] On a clairement [(iv) = (ü)] en faisant g := f. 
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[(i) = (iv)] Soit f, 9 € Ex (C). Pourtoutn EN,ona D , cx(f)cx(g) = (Sn(f), Sn(g)) ; on remarque 
également que, pour fin = y, lcx(f)le ft et gin = Ex, |cx(g)le'*t, on a, d’après l'inégalité de 


Cauchy-Schwarz, 
nm 
D, ler ) cr (g NS D . le(f D . I&(g 


D’après (ii) le membre de droite de l'inégalité précédente est majoré par || f le Igl?. Ainsi, la série 
D rez lc (F)||cx(g)l est convergente, donc la série 5,47 cx(f)cx(g) l’est absolument. Par ailleurs, pour 
tout n EN, on a (S,(f), Sn(g) — g) — 0, puisque $,(g)—g est orthogonal à $,(f). D'où (S,(f), Sh(g)) = 
(Sn(F),9) et 


Sn CP), Sn(g)) — (F9) = Sn (P), 9) — (F,9)l = 


(Sn(F) — ,9) < Sn CF) — Fa Îlglla - 


Or, d’après (ii) (qui est vrai, puisque (ü) & (iü)),onalim,_,4 [|Sh(f) — flh = 0. D'où lim,_,4 (Sh(f), Sa(g)) 


(#9). 


Le théorème 5.24 peut être traduit (exercice laissé au lecteur) en termes de séries trigonométriques). 


Théorème 5.25. 
(i) la famille 
z—1, x—V2cosnx (nEN*), x— V2sinnx (n € N*) 
est une base hilbertienne de E24 (C), au sens où le sous espace vectoriel de E2, (C) qu’elle engendré est 
dense dans E2x (C). 


(ii) Soit f € Esr (C). La série des coefhcients de fourier trigonmétrique de f est de carré sommable. De 
plus on a l'égalité de Parseval-Bessel 


pfiT laCDE + IN = MOI dé. 


Les théorèmes 5.24 et 5.25 ont une importante conséquence. 


Corollaire 5.26. Soit f € EŸ, (C) dont tous les coefficients de Fourier exponentiels) (resp. trigonométriques) 
sont nuls. Alors, f est l’application nulle de R dans C. 


Preuve. En effet, l'identité de Parseval-Bessel entraîne que + je |f &)l dt = 0. Comme f est continue 
par hypothèse, on en déduit que f est nulle sur [-T,7] et, par périodicité, sur R. 


Corollaire 5.27. Soit f € E$,. (C) dont la série de Fourier converge uniformément sur R. Alors f est 
somme de sa série de Fourier. 


Preuve. En effet, le théorème 3.10 montre que la somme de la série de Fourier est une fonction continue 
de R dans €. On constate facilement que ses coefficients de Fourier sont ceux de f. En appliquant le 
corollaire 5.26 à la différence entre f et la somme de sa série de Fourier, on obtient le résultat. 


Convergence simple des séries de Fourier Nous baserons le théorème principal sur le lemme 
suivant, démontré dans le 5.8.3. 


Lemme 5.28. Soit f € E:, (C) et ro € R, telle que f (xs) = lim, f(x) et f (ao) = lim,_;+ f(x) 
existent. On suppose que la fonction 


]-co,xo] — C [to, +ool — € 
Y: To - f(x) (resp. Y : 4 xo + f(x) ) 
T<% + f(x) T > To f(x) 


est dérivable à gauche (resp. à droite) en x. Alors la série de Fourier de f converge en x vers 


Us) + (a). 
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Définition 5.29. On dit qu’une fonction f vérifie les conditions de Dirichlet si 

(i) f est 2x-périodique, 

(ii) f est continue par morceaux, 

(iü) f est dérivable par morceaux, au sens suivant : 

il existe une subdivision (x;),<;2, de l'intervalle [0, 27] telle que, pour tout à € {0,...,n — 1}, la fonction 
fist se prolonge par continuité en une application dérivable sur [x:,x:+1]. 


Dans la définition précédente et de manière plus précise, on demande, pour tout à € {0,...,n—1}, que 
le prolongement par continuité g; de fj,,,,1[ à (Ti, Ti+1] soit une fonction dérivable sur ]x;,x;,1[ qui 
admet en x; (resp z;+1) une dérivée à droite (resp. gauche). 


Théorème 5.30. Soit f € E2x (C), vérifiant les conditions de Dirichlet. Alors, en tout point x ER, la 
série de Fourier de f converge vers 

1 2 

(Fe) +7). 


En particulier, aux points x où f est continue, la série de Fourier de f converge vers f(x). 


Montrons que le lemme 5.28 entraîne le théorème 5.30. En effet, soit f comme dans le théorème et x0 € R. 
En xo, la fonction @ (resp. 4) correspondante existe, en raison de l’existence des limites unilatérales (liée 
à la continuité par morceaux, hypothèse{ü)). De plus 4 (resp. %) est dérivable à gauche (resp. à droite) 
en 0, grace à l’hyothèse {üi) de dérivabilité par morceaux. Le lemme 5.28 entraîne alors la conclusion, 
la dernière assertion venant des égalités f (47) = f (x*) = f(x) aux points de continuité. 


Convergence uniforme et normale de séries de Fourier 


Définition 5.31. (fonction périodique de classe C! par morceaux) On dit que f € C®(K) est de classe 
C1 par morceaux, s’il existe une subdivision (x;), <j<n de l'intervalle [0,T] telle que, pour tout j € 
{0,...,n—1}, la fonction g; = fix, ,r,:1] e5t de classe C! sur [x;,x;+1], au sens suivant : 

(i) Gilæssæ+i1 est de classe C, 

(ii) La fonction g; est dérivable à droite en x;, à gauche en x;;1 et la fonction dérivée obtenue en 
prolongeant g' en x; par g,(x;) = g;(x;*) et en xj41 par g(xj+1) = g'(x;411 ) est continue sur 
(5, T;+1]. 


On note E4(K) le sous ensemble de Er(K) constitué des fonctions de classe C! par morceaux. 


Remarque 5.32. Le {ïi) peut être remplacé par la formulation plus simple : 
(ii) pour tout j € {0,...,n—1}, les limites à droite en x; (resp. à gauche en x;,1) de la dérivée de 
Îeul existent. 


Exercice 13. Démontrer l’équivalence des assertions (ü) et (ii) ci-dessus. (Pour le [(iü) = (ü)], on 
notera que l'hypothèse de continuité de f en x; (ou en x;41) est fondamentale. On utilisera l'égalité des 
accroissements finis.) 


On remarque que la dérivée d’une fonction f € E4(K) est une fonction définie sauf en un nombre fini 
de points par période. En un tel point x € R, on décide, par convention et en référence aux résultats 


précédents, de poser : 
P') = 3 (7) + Pat). 


Alors f’ est définie sur R, localement Riemann intégrable, continue par morceaux et 27-périodique. Elle 
appartient à E0(K). 
On a les inclusions suivantes entre les espaces introduits plus hauts (elles sont symbolisées par les flêches) 


Cr(K) — Er(K) — CTK) — ET(K) — Er(K). 
On peut maintenant énoncer le résultat principal. 


Théorème 5.33. Soit f € E2r (C), continue et de classe C! par morceaux. La suite (S,(f)),en converge 
normalement vers f sur R. 


Preuve. Nous commencons par établir le lemme suivant. 
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Lemme 5.34. Soit f € EL(K) et h = f! € E%(K), sa dérivée au sens donné ci-dessus. On à 


VpeZ\{0}, @(h)=ipæ(f). 


En effet, considérons une subdivisison (x;), <j<r de [0, 2x] telle que, pour 0 < 5 < k, 9j = fæ,æj11] St 
de classe C! sur [x;,x;+1] au sens donné dans la définition 5.31. On a 


Î 27 _ 1 k—1 Tj+1 à 
= 3e Î h tie Mae) | dl (0) e7iPt dt. 


Tj+1 


Lu ! —ipt 1 Tj+1 ip —ipt 
ge Pdt= lg (+ gi (EE di. 


: T 27 J>; 


par intégration par partie, possible puisque g; est de classe CT sur [x;,æ;41]. Comme g; — Île] À 
vient 


LT —ipt 1 Tiji ip fe —ipt 
ge? dt= [FO + f(t)e dt, 


j 27 j 
puis 
1 —&-1 | ip ki fi | 
h) = — DE te” "Pt dt 
= RD OT + RD J fe 
—«, —— j 
={f(t)]è" =0 


27 
ip f(t)er "Pi dt. 
0 


Revenons à la preuve du théoreme 5.33. Soit f € EX(K). D’après la proposition 5.23, et avec les notations 
du lemme 5.34, les séries 37,50 [Cp (hf? et D p>1 lC-p (h)|” sot convergente, puisque À € EU (K). Or, 
d’après le lemme 5.34, |c, (f)| = |c» (h)| /p, pour tout p € Z\ {0}. Comme (lc, (h)| — 1/p)° > 0, on en 
déduit 


(PI < 3 (ler HP + 2) 


Ainsi, par comparaison, les séries 37,59 [Cp (f)| et > ,>11C-p (f)] sont convergentes. A fortiori, la série 
> _Dez Cp (J)| converge, entraînant la convergence normale de la série 37,67 Cp (F) €p- 


5.3.3. Preuve des théorèmes 


Convergence simple des séries de Fourier Nous démontrons en fait la proposition suivante, dont 
il est inutile de retenir l’énoncé précis dans le cadre de la préparation au CAPES. 


Proposition 5.35. Soit f € E2, (C) et xo € R, telle que f (xs) = lim, f(æ) et f mile lim,_,;+ f(x) 
existent. On suppose de plus qu'il existe un intervalle V, voisinage 0, tel que la fonction 


1 _ 
gite = (f(xo+t) + f(ro—t) — f(x) — f(&)) 
soit bornée sur V\ {0}. Alors la série de Fourier de f converge en xo vers 


Us) +1 (8). 


Preuve. Comme f est 27-périodique, on peut écrire ses coefficients de Fourier sous la forme 


Zo+T 
Ck (f) 1 | fixe de (keZ). 


27 Jo x 


Pour n € N, on définit 
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On a 


n ; 1 Bo+T n : 
_ ikEo — ”, ik(x—xo) 
DE = 5 eee = [7 FE) e#t-50 a7 (5.7) 
Kn(x—xo) 
Or 
noi ikt int NO ikt 
Ka (t) = . e"—=e . e (5.8a) 
| __ Ai(2n+1)t —i(n+1/2)t _ i(n+1/2)t in 22+14 
RÉ 
_ 1—e# e-G/2)t — eti/2)t sin À (5.8b) 


2n+1site 27rZ 


On vérifie facilement que la fonction K, est 27-périodique, paire continue. En remplacant dans (5.7), il 


vient 
To +T T 


28, (9) (no) = | Fe) Ka (m2) de = f f(o-t) Ki (0 dt, 


TOo—T 
en effectuant le changement de variable À := t — x9. D'où 


0 T 
2rS, (f) (to) = f (to — t) Ka (t) dt + d f (xo — t) Ka (t) dt 


= fl rGo+0 20 àt+ [rte -0K, (0 à 
0 0 
puisque K, est paire. Comme [5 K, (t) dt = 1 (on le vérifie facilement à partir de (5.8a)), on a 
2rRa(xo) = 27 Sn (f) (xo) — x (f(x) + f(xo)) 
. . (Fo +2) — f(x) + (mo —t) — f (ro )) Kn (6) dt. (5.9) 
On définit alors 4 : [0,7] — C par 


(f (xo +t) — f (xd) + f(xo —t) — f(xs)) 


Hel= sin (£/2) 


sit € ]0,x] et #(0) = 0. 


En utilisant l'expression (5.8b)) pour K,, il vient 


2n +1 


2r Ra (to) = hi d(t) sin tdé, (5.10) 


puisque les fonctions sous le signe intégral dans (5.9) et (5.10) ne diffère que par leur valeur en 0. 

On écrit Y(t) — ——— pour { € ]0,7]. Par hypothèse, t + g(t)/t est bornée au voisinage de 0. Par 
ailleurs, on a lims_,ot/sin(t/2) — 0. Ainsi, la fonction Ÿ est bornée au voisinage de 0. Il existe donc 
a > 0 tel que 40,4] soit bornée. En putre, Ÿ est localement intégrable sur ]0,x], donc en particulier 
intégrable sur [a, Tr], où elle est bornée (par définition de l’intagrale de riemann). Ainsi # est bornée sur 
[0, x] et localement intégrable sur ]0, 7], donc intégrable sur [0,7]. On peut alors effectuer le changement 
de variable { — 2u dans (5.10), pour obtenir 


x/2 
2rRa(to) — à) (Qu) sin (2n + 1) u du. 
0 
Or : 


Lemme 5.36. Soit Ÿ : [a,b] — C intégrable. On a lims_+ ri (u) exp nu du = 0. 


La démonstration de ce lemme est proposée en exercice ci-dessous. En l’appliquant avec Y (+) — 4 (2:), 
[a, b] = [0,x/2], on obtient lim,_,, Ra(xo) = 0. 


La proposition 5.35 entraîne immédiatement le lemme 5.28. En effet, avec les notations du lemme 5.28, 
si la fonction 4 (resp. 4) est dérivable à gauche (resp. à droite) en x, on a, 


lim (Er (0 +5) 7 (8) =V{$) lim 2 (fo 0j (25)) = (55) 


t—0+ t—0+ € 
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Ainsi, lim,_o+ g(t) existe, et g est bornée sur un intervalle ]0, a[, &« > 0. On démontre de même que g 
est bornée sur un intervalle ]6,0/, 5 < 0. En conclusion, g est bornée sur |5, a[\ {0}. 


Exercice 14. 

(i) Démontrer que le lemme 5.36 est vraie pour une fonction constante. En déduire qu'il est vrai pour 
toute fonction x en escalier sur [a, b]. 

(ii) Soit Y : [a,b] — € une fonction intégrable. Montrer que, pour tout € > 0, on peut construire une 
fonction x en escalier (donc intégrable) telle que nu [E(u) — x(u)| du < €. (On peut utiliser le critère 
d’intégrabilité faisant intervenir les sommes de Riemann). 

(ii) En déduire le lemme. 


Densité du sous espace vectoriel engendré par la famille (e,),-, dans E2, (C) Nous donnons 
ici une démonstration utilisant des outils élémentaires, essentiellement liés à l’intégrale de Riemann. On 
montre d’abord du lemme suivant. 


Lemme 5.37. L'espace des fonctions continues 27-périodiques, affines par morceaux sur chaque période 
est dense dans E2x (C). 


Preuve. Soit f € E2, (C) et € > 0. Il suffit de construire une fonction h, 27-périodique, continue et 
affine par morceaux, telle que 


nn=nn ess [le -ntf à <e 


TT 


Posons M = sup,et_x,1] |f(æ)|. Soit Ô > 0. Selon une méthode analogue à celle proposée dans l'exercice 
14, on peut trouver une application en escalier x : [7,7] — € (donc intégrable) telle que 


SUPze(-r,7] |/ (x) — X(&)] < M ; [ Lf(æ) — x(x)| dx < n. (5-11) 


On remarque que 
SUP,et-",7] IX (&)| < 2M. 


Quitte à modifier la fonction donnée par le procédé de l’exercice 14, on peut supposer que 


que 
g (—T) — 9 (x) . Î (x) or SUPzE[-7x,r] |g(x)| < SUPzE[-7r,x] Ix(x)| < 2M 
Ix(æ) — g(x)| dr < n. (5.12) 
—T 
(La preuve est laissée en exercice : on modifie x au voisinage de ses points de discontinuités, de sorte 
que la condition (5.12) soit satisfaite. On peut même choisir g beaucoup plus régulière qu’affine par 
morceaux.) 


En utilisant, pour x € [7,7], la relation 


fe) — 9) < 1f(æ) + 9) 1f (x) — gx) < (f(x) + lg) 1 f(œ) — g(œ)| < 3M |F(x) — g(x)|, 


il vient - 


;l | AAC) = ao) de <3M Î Lite) - ato)l ax < ou 


après utilisation de l’inégalité triangulaire et des relations (5.11) et (5.12). 


On considère alors une fonction g construite pour un 6 tel que 0 < 6M6 < &?. La fonction h définie 
comme étant la fonction 27-périodique coïncidant avec g sur [-T,7] répond à la question. 


Montrons maintenant que le sous espace vectoriel de E2, (C) engendré par la famille (e,),,, est dense 
dans E2% (C). Soit donc f € E2 (C) et & > 0. D’après le lemme 5.37, il existe h est 27-périodique 
continue et affine par morceaux telle que 


If — All < €/2. (5.13) 


31 


Comme h est 2r7-périodique continue et affine par morceaux, elle est de classe C1 par morceaux au sens 
de la définition 5.31. Ainsi, sa série de Fourier converge normalement : il existe n > 0 tel que 


SUPretr,r] |A (&) — Sn(F) (x)| = supser JR (x) — SF) (x)| = h— SP < €/2. 
D'où 


In SCIE = 7 [Int SA (NP x < et (6.14) 


La semi-norme ||, (nous travaillons ici dans l’espace E2, (C)) vérifie l’inégalité triangulaire. Il résulte 
donc de (5.13) et (5.14) que 


If — Sn(F)ll < €: 
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) Equations différentielles 
PLC1-Mathématiques 
Auteur : A. Delcroix 


1 Généralités 

Dans l’ensemble de ce cours, tous les intervalles réels considérées seront supposés d'intérieur non vide 
sans que cela soit explicitement rappelé à chaque fois. 

1.1 Notion d’équation différentielle et de solution 


Soit E et E’ des K-espaces vectoriels (K = R ou K = C) normés. 


Définition 1.1 Soit U une partie de R x E"+l et g:U — E' une application. 
(a) On appelle solution de l’équation différentielle 


g(ty,y,....y09) =0 (ED') 
toute application ÿ : I — E (I est un intervalle réel ouvert non vide) telle que 


(i) La fonction ç@ est n fois dérivable sur I, 
(Gi) Vtelr, (tv(,v'(t),...,00) (+) ev, (Sol) 
Gi) Vtelr, g(év(,v(),...,600 (+) =0. 


(b) L’entier n s'appelle l’ordre de l’équation différentielle (ED). 


Définition 1.2 Lorsque la fonction g ne dépend pas de t, on dit que l’équation différentielle (ED') est 
autonome. 


Ce vocabulaire vient du fait que la variable réelle t représente souvent le temps dans les applications 
physique. On remarque qu’alors g est définie sur une partie U de la forme U =R x U’, avec U' C E" 
avec g(t,y,y1,...;Yn) = A(Y,Y1,..., Un) où À est définie sur U”. 


Dans la suite de ce cours, les équations différentielles auront une forme plus simple, décrite dans la 
définition suivante. 


Définition 1.3 L'équation différentielle (ED!) est dite résolue en yl"), ou bien écrite sous forme canon- 
ique si E = E et s'il existe une partie V de R x E" et une application f : V — E telle que g soît définie 
sur U=V x E par 


VIDA NMIENRE ablneam)= ibn) de 


On note alors l'équation différentielle (E D") sous la forme 


= f (eu, Fe y) (ED) 


Une application 4 : 1 — E (I est un intervalle réel ouvert non vide) est solution de l’équation différentielle 
(ED) si, et seulement si, 


(à) La fonction w est n fois dérivable sur 1, 
(Gi) Mer, (tp(t),p(0,...,p@9 (4) eV, (Sol) 
Gi) Vtelr, Qt) = f(E6(8,v(8),..,ç008-0 (4). 


On peut se ramener souvent du moins localement, à une équation différentielle résolue, selon le 1.2.1 
ci-dessous. 


De plus, dans la suite de ce cours, on aura le plus souvent E = R4, E’ = RŸ ((d,d') € N°). Le plus 
souvent, les entiers d et d’ seront petits. (Par exemple égaux à 1.) On introduit le vocalubaire suivant : 


— Lorsque E =R (id est d = 1), l’équation différentielle (ED) est dite équation différentielle scalaire. 


— Lorsque E = Rd (resp. E s'écrit comme produit de d espaces de Banach E;, 1 < à < d), on parle de 
système différentiel de rang d et d’ordre n. (Ce vocabulaire est cependant surtout employé pour le cas 
de l’ordre 1.) 

On peut alors expliciter les composantes f et de 4. Par exemple, pour cette dernière, on écrira 


p:1—R (resp. ILE), tr (q1(t),...,pa(t)). 


L’équation différentielle (ED) (ou plutôt le (iii) des conditions (Sol)) s’écrit alors sous la forme 


0) = fbarsvabaes) DO) 
COR CT OT 0 CE ui 0) 


Remarque 1.1 (Solution sur des intervalles fermés) Soit (a,b) € R?, avec a < b. 

(1) Soit @ : [a,b] — E une fonction 

— On dit que & est dérivable sur [a, b] si la,bt est dérivable et si est dérivable à droite (resp. à gauche) 
en a (resp. b). On appelle fonction dérivée de & l’application de d : [a,b] — R définie par 


D lab = (e Lot) , b(a)=g(at), v(b)=v (8). 
On la note y. 


— Soit p un entier strictement supérieur à 1. On dit que @ est p fois dérivable sur [a, b] si & est dérivable 
sur [a, b] au sens défini ci-dessus, et sig',..., PT définies succesivement par récurrence sont dérivables 
sur [a,b] au sens défini ci-dessus. 


(2) On dit qu’une fonction  : [a,b] — E est solution de l’E.D. (ED) si 


(is) g est n fois dérivable sur [a,b] au sens du (1) ci-dessus, 
Gù) Véela,b, (646(),9(6),...,9870 (0) ev, (Sol:) 
Gix) Vtefa,b, 60) = f(6(),9(0,...,0080 (0). 


On laisse au lecteur le soin de définir des solutions sur des intervalles semi-fermés. On rappelle que, 
comme le mentionne la remarque liminaire, on envisage dans ce cours que des solutions d'équations 
différentielles définies sur des intervalles non triviaux, id est d'intérieur non vide. 


1.2 Quelques transformations sur les équations différentielles 


Avant d'aborder, dans la section 2, les questions centrales d’existence et d’unicité de solution vérifiant 
des conditions données, on va montrer dans les sous sections suivantes que : 

(1.2.1) : on peut ramener une équation différentielle suffisamment régulière à une équation résolue, au 
moins localement, 

(1.2.2) : on peut toujours ramener l’étude d’une équation différentielle sous forme canonique d’ordre 
n > 1 à celle d’une équation différentielle d'ordre 1, 

(1.2.3) : on peut toujours ramener l'étude d’une équation différentielle sous forme canonique générale à 
une équation différentielle autonome. 

Ainsi, en théorie, on peut ramener localement l’étude de toute équation différentielle assez régulière à 
celle d’une équation différentielle d’ordre 1 autonome, encore appelée un champ de vecteurs (voir le 1.2.4 
ci-dessous.), 


1.2.1 Mise sous forme résolue locale d’une équation différentielle quelconque 


On utilise les notations précédentes, notamment celles de la définition 1.1. On suppose ici que E est un 
espace complet, E — E', U une partie ouverte de R x E"+l et g une application de classe au moins C! 
sur U. 


Soit (7,70; M:-..,Mn) € U. On suppose que la différentielle partielle D,,,9 (T, no; M;..:;1n) de g par 
rapport à la variable y, au point (7,70, 1, ...;1n) est un isomorphisme linéaire de E. D’après le théorème 


d’inversion locale, il existe un ouvert U; voisinage de (r,70,M1,...,7n) dans R x E"*l, un ouvert Vi 
voisinage de (7,70,"1;-::;1n-1) dans R x E" et f : V, — E, de même régularité que g tels que, pour 
tout (4,y,y1,...,Yn) EU, 


(EU base HU) € U et Joss un) = 0 
is (EU Das bat) eViet Un — FOUR Una). 
Soit @ : 1 — U une solution de l'équation différentielle (ED') telle que w(®) (r) — m pour tout à € 
{0,...n}. On peut - quitte à la restreindre- supposer que @ est à valeurs dans U1. On vérifie alors que 
cette restriction vérifie (Sol), ou l’on a remplacé V par V1. C’est donc une solution de l'E.D. (ED), où 


l’on a remplacé V par Vi. Réciproquement, il est clair qu’une solution de l’équation résolue est une 
solution de (ED). 


Ainsi, localement, on ramène l’étude de l'équation différentielle (E D’) à celle d’une équation sous forme 
canonique. Cependant, le lecteur pourra trouver des exemples où il n’y a pas équivalence entre l’équation 
différentielle (E D') et une forme locale résolue. 


1.2.2 Comment se ramener à une équation différentielle d’ordre 1 ? 


Soit V une partie de R x E” et f une application de V dans E. On définit F : V — E" par 


V(É,Yo,Y1,...;Yn—1) € V, Ft, Yo, Y1:..., Yn-1) = (V1... Yn—1s FE, Yo, V1, , Un 1) (1) 
On notera Y = (yo,Y1,...,Yn-1) pour Ÿ € E. 


Proposition 1.4 
(a) Pour toute solution y : I — E de l'équation différentielle 
GE anges ue) (ED) 


la fonction  : I — E" définie par (+) = (p(t),9'(t),...,ç@ D (4), pour tout t € I, est solution de 
l’équation différentielle 
Y' = F(t,Y). (EDs) 


(b) Réciproquement, pour toute application ® : I — E" avec ® = (w,41,...,Wn_1) solution de l’équation 
différentielle (EDs), la fonction 6 : I — E est solution de l’équation différentielle (ED). 
En particulier, l’application & est n fois dérivable avec 


(n—1) 


tA 1 
P —P1,..., D —P2,..., @ — Pn—1: 


Remarque 1.2 Ainsi, une solution D = (@,%1,...,@n-1) de l'équation différentielle (EDs) est entière- 
ment déterminée par la seule fonction ç. 


Preuve 
(a) Considérons @ : Î — E solution de l’équation différentielle (ED). L'application $ est bien définie 
sur J et dérivable, puisque g{"—1 est dérivable. On à alors 


VE I, D (4) = (97 (6, 9" (8) ,...,009 (8). 
Comme 4 : 1 — E solution de l’équation différentielle (ED, la fonction 
Le (6,8) = (60(0,0' (0,000 (6) 
est à valeurs dans V. Ainsi F(t,® (t)) est défini pour toutte [1.Ona 
el, FE0())= (70,000 (0,f68(0)) = fo (0,...,60070 (6,00 ()) = 2’ (9 


puisque go) (4) = f(t, D (t)). Ainsi D : I — E est solution de l'équation différentielle (EDs). 


(b) Soit D : 1 — E" avec D(t) = (g(t),qgi(t),...,4n-1 (t)) une solution de l’équation différentielle 
(ED). On a donc, pour tout te I, (t,®(t)) € V et 


VtEI d'(t)=F(t,®(t)). (2) 


Compte tenu des définitions, l'égalité (2) s’écrit 
Vel, (p'(E),61(t),...,6n2 (6) = (er (6)... on (6), FE 8 (6)) 
ce qui donne, pour tout t € Ï, 
PE =vi(t) , pi) = po) ,..., pu at) = Pn-1(#) , Pn-1 (6) = (EE (6) 


et ® = (p,w',...,plt-1). On en déduit que y est n fois dérivable sur Z, avec ol) (4) = 44_1 (t) = 
f(t,®P(t) pour tout t € I. Ainsi 6 : Î — E est solution de l’équation différentielle (ED). 


Exemple 1.1 Considérons l'équation différentielle 
y=yÿ+Y (3) 


On appliquera dans la pratique la proposition 1.4 de la manière suivante. On pose vu = y. On a alors 
v'= y! =v+y?. Ainsi, l'équation différentielle (3) est équivalente, dans le sens donné par la proposition 
1.4, à l'équation différentielle 

(lv!) = (u,u + y?) (4) 


On écrira souvent l'équation différentielle (4) sous la forme 

ei. (5) 
On dira qu’on a transformé l’équation différentielle (3) en le système différentiel (5). 
1.2.3 Passer d’une équation différentielle quelconque à une équation différentielle au- 


tonome 


Compte tenu de la sous-section 1.2.2, on expose cette sous section pour une équation différentielle d’ordre 
1. Soit U une partie de R x E et f : U — E une application. On considère l’équation différentielle 


y = f(t,y). (E1) 


On définit une application g:'UXR—EÆEXR par 


g (y: v) eu (f (v,y) ; 1) 


et l’équation différentielle autonome 
(y',v") = g(y,v). (C1) 


Proposition 1.5 

(a) Soit D : I — U une solution de l'équation différentielle (E1). La fonction Y : I— U XR définie par 
Y(t) = (D(t),t), pour tout t E T, est une solution de l'équation différentielle (C1). 

(b) Réciproquement, soit VW : TI = UXR avec V(t) — (B(t),v(t)), pour tout t € T, une solution de 
l'équation différentielle (C1) telle que v(0) = 0. La fonction ® : 1 — U est solution de l’équation 
différentielle (E1). 


Preuves 
Preuve du (a).— On a, pour toutte T, 


UE) = (D (4),1) = (F (EP (E)),1) = g(B(1),t) = g(Y (4). 


Ainsi, Ÿ est solution de l’équation différentielle (C1). 
Preuve du (b).— Comme Y (-) = (® (-),v(-)) est solution de l'équation différentielle (C1) 


VLEI, D(t)=F(v(t),b(t)), v'(t) = 1. 


Puisque v(0) = 0, il vient v(t) =t. D'où: VE I, D'(t) = F(t,b(t)). Ainsi, ® est solution de l’équation 
différentielle (E1). 


1.2.4 Champs de vecteurs 


Une équation différentielle d’ordre 1 sous forme canonique et autonome est également appelé un champ 
de vecteurs. Un champ de vecteurs consiste donc dans la donnée d’une application X définie sur un 
ouvert ( de E"” à valeurs dans £". Une application 4 : 1 — E (I est un intervalle réel ouvert non vide) 
est solution (ou trajectoire) du champ de vecteurs 


si 
(i) La fonction 4 est dérivable sur 1, 


bal Ver. vtlens Go) ter dO=xbE) } (Sois) 


2 Problèmes d’existence et d’unicité de solutions 


On écrit cette section pour les solutions définies sur des intervalles ouverts, ce qui simplifie légérement 
l’exposé des notions et les démonstrations des résultats. 
2.1 Problèmes locaux et globaux 


On suppose donnée une équation différentielle 


y09 = f (eu, _ #8) (ED) 


où f est définie sur une partie ouverte V de R x E” (Notations de la sous section 1.1). 

On note que pour une solution 4 : 1 — E est solution de l'équation différentielle (ED), la valeur de 
gl) (é) est déterminée par t et par les valeurs de 4, w',..., w{®-1) au point {. Ceci justifie la formulation 
des problèmes d’existence et d’unicité donnée ci-dessous. 


2.1.1 Existence et unicité locales 


Définition 2.1 On dit que l’équation différentielle possède la propriété d'existence locale de solution 
pour (to, Yo, Y1,.-.; Yn-1) € V, s'il existe un intervalle ouvert T tel que to € T et w : I — E solution de 
l'équation différentielle (ED), c’est-à-dire vérifiant (Sol) et telle que de plus 


PÜto) = %o , P'(to) = mn ,..., PT (to) = yn-1. (CT) 
Définition 2.2 Les conditions (CT) s'appellent des conditions initiales au point to. 


Chercher une solution de l’équation différentielle (ED) satisfaisant de plus les conditions (CT) s’appelle 
résoudre un problème de Cauchy. On notera souvent ce problème sous la forme 


(n).— ! (n—1) 
yo = f(éy,g,., ge D) 
PC 
{ y (to) — V0 ; y! (to) — Y1 ,;..., ytr—1) (to) — Yn—1: ) 


Définition 2.3 On dit que l’équation différentielle possède la propriété d’unicité locale des solutions en 
(to, Yo, V1, , Yn—1) € V, si, pour tout couple de solutions de l'équation différentielle (ED)v:1—E et 
d:J—E, avec to E INT et 


il existe un voisinage W de to inclus dans IN J tel que p|w = Ÿ|w. 


Exemple 2.1 On prend E =Retf:RXR—R, définie par f (y) = y?/%, pour tout y € R. On 
considère l'équation différentielle (autonome) d'ordre 1 suivante 


y = f (y) = y?5 (6) 


On vérifie (sans peine !) que la fonction nulle est une solution de l’équation différentielle (6), de plus 
solution du problème de Cauchy 


f=y"3, y(0)=0. (7) 


On remarque (calcul immédiat) que, pour tout c € R*, la fonction ÿe définie par 


PI-oo,c — OURS Ic, +oof, g(t) un ((é sn c) /3)° 


est une autre solution du problème de Cauchy (7). 
Ainsi ce problème possède la propriété d'existence (locale), mais pas celle d’unicité pour (to, Yo) = 
(0,0). 


On dira que l’équation différentielle (ED) possède la propriété d'existence locale (resp. d’unicité locale) 


en tout point (précision qui sera en général omise) si pour tout {9 € R et (Yo, Y1,...,Yn_1) € E” tel que 
(to, Yo, Y1,...,Yn-1) € V, elle possède la propriété d’existence locale au sens de la définition 2.1 (resp. 
d’unicité locale au sens de la définition 2.3) en (to, Yo, Y1,-.., Yn-—1)- 


2.1.2 Unicité globale et solution maximale 


Définition 2.4 Soit 6 : I — E et d : J — E deux solutions de l’équation différentielle (ED). On dit 
que prolonge 4 (ou que Ÿ est un prolongement de 6) sil C J et si b|r = @. 


Définition 2.5 On appelle solution maximale de l’équation différentielle (ED), une solution 6 : I — E 
qui ne possède pas de prolongement autre qu’elle même : si J est un intervalle avec TIC Jetbw:J—E 
une solution de l'équation différentielle (ED) telle que d|r = & alors J =T. 


On peut énoncer une première propriété (proposition 2.6) concernant les solutions maximales. Le résultat 
principal est le théorème 2.7. 


Proposition 2.6 Toute solution de l’équation différentielle (ED) est la restriction d’une solution max- 
imale. 


Preuve.- Soit 4 : 1 — E une solution de l’équation différentielle (ED) où I est un intervalle ouvert. 
Soit P l’ensemble de solutions de l’équation différentielle (ED) prolongeant w. La partie P est non vide, 
puisque 6 € P, et partiellement ordonnée par la relation "#, prolonge 4%". Soit alors une partie T de 
P totalement ordonnée qu’on peut écrire T = {w\:11—E, À € À}. Posons J = Ujeal;. L'ensemble 
J est un ensemble ouvert, comme réunion d’intervalles ouverts. Montrons que J est un intervalle. Soit 
(t1,t2) € J?. Il existe À; € À tel que t; € 1x, (à = 1, 2). Comme la partie T est totalement ordonnée, 
on à soit 11, € 5, soit 1x, € J,,. Si, par exemple, 14, € 1x, on à #1, t2 € IX, et donc le segment 
d’extrémités {1 et {2 est inclus dans l'intervalle Z,,, donc dans J. 

Montrons qu’on définit une application @ : J — E de la façon suivante : pour t € J, il existe À € À tel 
que & € I, et on pose œ(t) = wr(t). En effet, s’il existe y € À tel que t € 1, on a soit Z\ C I, soit 
1, € T5, puisque la partie T est totalement ordonnée. Supposons, par exemple, 1, € I,. Alors, par 
définition d’un prolongement, on à @|r4 = gun. Ainsi, @, (t) = ga (t), assurant la définition de w. 

Par ailleurs, @ est n fois dérivable sur J, la dérivabilité étant une propriété locale. (Le fait que tous les 
intervalles 7, soient ouverts permet d’assurer que @ est n fois dérivable sur leur réunion.) Enfin, v est 
solution de l’équation différentielle (ED), les propriétés (ii) et (iii) de (Sol) étant vérifiées en chaque 
point. L'application 6 : Î — FE est donc un majorant de la partie T. Aïnsi, l’ordre sur P est inductif. 
D’après le lemme de Zorn, P possède un élément maximal. On vérifie facilement que cet élément maximal 
est une solution maximale de l'équation différentielle (ED) au sens de la définition 2.5. 


La proposition précédente permettrait, en théorie, de toujours considérer une solution d’équation dif- 
férentielle comme étant une solution maximale. On doit attirer cependant l’attention sur le fait qu’il n’y 
a pas forcément unicité : une solution donnée d’équation différentielle peut être restriction de plusieurs 
solutions maximales. 


Exemple 2.2 {Suite de l'exemple 2.1) La fonction nulle et la fonction w1 définie par 
gilr =0; VÉER+, vit) = ((t- 1) /3)° 


sont deux solutions manifestement maximales de l’équation différentielle (6). (Elles sont définies sur R 
et ne peuvent donc être prolongées !) Elles ont même restriction à R-, qui est la fonction nulle de R-. 


Théorème 2.7 On suppose que l'équation différentielle (ED) possède les propriétés d'existence locale et 


d’unicité locale. Alors, pour tout (to, Yo, Y1,:-:, Yn-1) € V, le problème de cauchy 
{ go = (buy, ge D), (PC) 
y(to) =%o , Y (to) = gr ,..., y (to) = yn-1. 


possède une unique solution maximale. 


Nous donnerons une démonstration complète de ce théorème totalement, indépendante de celle de la 
proposition 2.6, bien que l'existence d’une solution maximale pour le problème (PC) en découle immé- 
diatement. Nous voulons mettre en évidence que le fait que le problème de Cauchy (PC) possède la 
propriété d’unicité locale simplifie l’argument d’existence de la solution maximale, en évitant le recours 
au lemme de Zorn. 


Démontrons d’abord le lemme suivant, également important, de passage de l’unicité locale à celle globale. 


Lemme 2.8 On suppose que l'équation différentielle (ED) possède la propriété d’unicité locale. Alors, 
elle possède une propriété d’unicité globale : deux solutions du problème de Cauchy (PC) sont égales 
sur l’intersection de leurs intervalles de définition. 


Preuve du lemme 2.8.- Soit 6 : 1 — E et d : J — E deux solutions du problème de Cauchy 
(PC). Soit L = {te IN |w trot] = Ÿ | 0,4 }. (On à convenu que [to,t] est le segment d’extémités 
to et t qu’on ait to < t ou non.) Par construction, L est un intervalle, voisinage de to. Supposons que 
1 = sup L < min (sup 1, sup J), le membre de droite pouvant être égal à +oo. On a @() (1) = 49) (1), et 
(L6(D,...,pM-D (1) € V. Comme l'équation différentielle (ED) possède la propriété d’unicité locale, 
on à nécessairement @ = Ÿ sur un voisinage de {/, contredisant l’hypothèse faite sur {. C’est donc que 
sup Z = min (sup J,sup J) et de même inf L = max (inf 7,inf J). Ainsi L = 1NJ et @lrng = ins. 


Preuve du théorème 2.7 

Existence. Soit (ox : 11 — E),.A la famille des solutions du problème de Cauchy (PC). Cette famille 
est non vide, car l’équation différentielle (E D) possède la propriété d’existence locale. Remarquons que 
chaque intervalle 7, contient to en son intérieur. 

On pose J = UjeAl,, qui est un intervalle, comme réunion d’intervalles contenant tous to. Notons que, 
pour (À,u) € A?, on a x lrnnz, = Py lnnz, , en raison du lemme 2.8. Ceci entraîne qu’on peut définir 
une application @ : 1, — E par: VE I, @(t) = pit), où À est un indice tel que t € 71. De plus, 
l'application 4 est n fois dérivable. (En effet, @|r, — wx est n fois dérivable, pour tout À € À. La 
dérivabilité étant une propriété locale, et les intervalles Z\ étant ouverts, & est n fois dérivable sur leur 
réunion.) De plus, par construction, les propriétés (ii) et (iii) de (Sol) sont vérifiées en chaque t € J. 
Ainsi, 4 est solution de l'équation différentielle (ED). Enfin, y est bien solution du problème de Cauchy 
(PC) puisque chaque @\ vérifie les conditions initiales du problème de Cauchy (PC). Par construction, 
cette solution est maximale. 


Unicité.— Soit 6 : I — E et d : J — E deux solutions maximales du problème de Cauchy (PC). D’après 
le lemme 2.8, elles coïncident sur 7 N J qui est non vide, puisque contenant ty en son intérieur. Si 
inf 1 < inf J ou sup I < sup J (resp. inf J < inf 1 ou sup J < sup 1), on pourrait prolonger strictement 4 
(resp. &) ce qui contredirait sa maximalité. On a donc nécessairement 1 = J et &@ = w. 


2.2 Le cas localement lipschitzien : le théorème de Cauchy-Lipschitz 
2.2.1 Définitions et premiers énoncés 


Ce théorème figure au programme du CAPES, qui n’exige pas d’en connaître une démonstration. Cepen- 
dant, le lecteur trouvera dans la sous section 2.2.2 les principales indications pour une preuve par un 
théorème de point fixe. Le lecteur est renvoyé aux cours classiques de L2/L3 pour des preuves complètes. 


Soit E et E' des espaces normés, de normes notées respectivement ||-|| et ||:||”. Soit V une partie ouverte 
de R x E et F une application de V dans E. 


Définition 2.9 On dit que F est localement lipschitzienne par rapport à la deuxième variable (ou bien 
par rapport à la variable d'espace) si pour tout (t, y) € V il existe un réel k > 0, un intervalle T voisinage 
de t et un réel r > 0 tels que T x B(y,r) C V avec 


Vrel, V(é)eB(yr), |F(re-F(rE) <kle-€|. 


Dans le cas où E=R%(dEN,d>1),E'=R% (dE N, d’ > 1) toutes les normes sur un espace vectoriel 
de dimension finie. Une application localement lipschitzienne par rapport à un couple de normes l’est 
pour tous. 


Théorème 2.10 Soit E un espace normé, V une partie ouverte de Rx E et F une application de V dans 
E. On suppose l'application F' continue et localement lipschitzienne par rapport à la deuxième variable. 
Pour tout (to, yo) € V, le problème de Cauchy 


y =F(ty), y(to) = Yo. (PC) 
possède une unique solution maximale. 


Comme le lecteur le verra dans la section 2.2.2, on commence par établir un résultat d’existence et 
d’unicité locale, pour toute donnée de Cauchy (to, yo) € V. Le théorème 2.7 garantit alors l’existence et 
lP'unicité d’une solution maximale solution du problème (PC). 


Le passage des équations différentielles d'ordre 1 aux équations diférentielles d'ordre n se fait par la 
proposition 1.4 de la sous section 1.2.2. De manière plus précise, soit Æ un espace normé. On munit 
l’espace E” de l’une des normes équivalentes suivantes 


1/2 
; 


/ 
n—1 n—1 2 
Pl = su ll, Pl = Zi dl Ile = ie mil) 


<i<n—1l 


par exemple de la norme ||-||.... 


Soit V une partie ouverte de R x E" et f une application continue V dans Æ, localement lipschitzienne 
par rapport aux variables Y = (yo, y1,...,Yn-1) € E”, ce qui revient à : pout tout (4, Y) € V, il existe 
un réel 4 > 0, un intervalle Z voisinage de t et un réel r > 0 tels que 7 X B(Y,r) C V avec 


VrEe T, VE = (ns Éme3Ée1)e a T CS € B(Mr), 
IFRS) - FREIN SERIE - ET. 


Théorème 2.11 Pour tout (to, Yo, Y1,.-.; Yn_1) € V, ü existe un intervalle J voisinage det tp:TJ—E 
solution du problème de Cauchy 


go = fougue), yO (eu, 0<isn-1 (PC) 
Il y a de plus unicité au sens du lemme 2.8, sous section 2.1.2. 


Ce théorème se déduit facilement du théorème 2.10. En effet, si f est localement lipschitzienne par rapport 
aux variables Ÿ = (yo, Y1,...,Yn-1) € E", alors F définie comme dans la proposition 1 est localement 
lipschitzienne au sens de la définition 2.9. Comme dans le cas du problème différentiel d’ordre 1, on en 
déduit le : 


Corollaire 2.12 Avec les hypothèses du théorème et notations du théorème 2.11, le problème de Cauchy 
(PC') possède une unique solution maximale. 


La preuve est immédiate par application du théorème 2.7. 


2.2.2 Compléments sur le théorème de Cauchy-Lipschitz 


On se place dans le cadre général décrit ci-dessus et notamment celui de l’énoncé du théorème 2.10. 
Définition 2.13 Soit U un ouvert dd R x E, F : U — E une application et (to, yo) € U. On appelle 
tonneau de sécurité ouvert (resp. fermé) relatif à F et à (to, yo) un voisinage ouvert (resp. fermé) de 


(to, yo) de la forme T X B où I est un intervalle ouvert (resp. fermé) centré en to, de longueur 21 et B 
une boule ouverte (resp. fermée), centrée en xo, de rayon r tel que 


TxB C U, SUP({,y)EIx B If (t,y)|| < r/L. 


Remarque 2.1 L'intérêt des tonneaux de sécurité est le suivant. 
(a) Supposons F localement bornée, il existe un voisinage W de (to, Yo) et un réel M > 0 tels que 


V (to, yo) € W,_ suptyew [lf (6, y) < M. 


Il existe alors r > 0 etl > 0 tels que [to — L,to +1] X Br (yo,r) € W, par définition d’un voisinage. Quitte 
à réduire l, on peut supposer que r/l < M. Ainsi, pour tout (to, yo) € U, on peut trouver un tonneau de 
sécurité ouvert (resp. fermé) relatif à F et à (to, yo). 
(b) Supposons F localement bornée. Soit alors [to — l,to +1] X Br (yo,r) un tonneau de sécurité associé 
à F et à (to, Yo). Supposons de plus qu'il existe une solution ç@ : J — E du problème de Cauchy (PC). 
Alors 

VE JNo—lto+t], pt) -e(to)l <r. 


En effet, on a 


1e) —  (to)ll < sup Ie" (ILE — tol = sup IF (re (TDITÉ — tol < r. 
TEJN[to—l,to+l] TE JN[to—l,to+l] 


Ainsi, l’image de la restriction ç nt -uto+1] reste contenue dans la boule Br (yo,r). 


Théorème 2.14 Soit U un ouvert de R X E et F : U — E une application continue et localement 
lipschitzienne par rapport à la deuxième variable. Soit (to, yo) € U. Il existe un tonneau de sécurité fermé 
[to — {to +1] X Br (yo,r) inclus dans U et une solution w, définie sur ]to — l,to +i[, du problème de 
Cauchy 

Y= F(ty) ,  y(to) = %o (PC) 


Il y a de plus unicité au sens du lemme 2.8, sous section 2.1.2. 


Plusieurs méthodes existent pour démontrer ce théorème. Nous donnons quelques indications pour le voir 
comme conséquence d’un théorème de point fixe de Picard. Voici le schéma. 


(a) L'existence du tonnneau de sécurité découle de la continuité de F qui rend cette application localement 
borné. (Voir le (a), remarque 2.1.) 


(b) Equivalence avec un problème de point fixe : posons Lo = to — l,to + L et Lo = [to — to + El. 


Lemme 2.15 Soit 6 : 15 — U continue. Sont équivalentes : 
(i) & est solution du problème (PC), 
(ii) & est solution du problème intégral 


VtE Lo, y(t) =w+ | F(s,y(s)) ds. 


to 


Ainsi, une solution du problème (PC) est un point fixe de l’application 


t 
© : c° (Lo, Br (yo; r)) mx c° (Do, U) > (+) ans PC) tr Yo +] F (s,y(s)) ds. 


to 


(c) L'espace C° ([to — !,to +1], Br (yo,r)), muni de la norme {|| est complet (résultat classique) et 
l'application & possède une itérée contractante. 
Plus précisement, on s’assure que : 
— ®(C° (10, Br (yo,r))) € C° (Lo, Br (yo,r)) (ce qui rend légitime la recherche de point fixe pour ®) ; 
— une itérée de ® est contractante : il existe p > 0 tel que ®? = bo .--0 ® est contractante. 

ne —/ 

p fois 

D’après le théorème de Picard, &? possède un unique point fixe 4. Comme ®P (4) — 4, on a également 
D(DP (d)) = DP(B(#)) = D (y). Ainsi P (4) est point fixe de P?. Par unicité, on en déduit ® (#) = # 
et Ÿ est solution de (PC) sur L5. 


3 Equations différentielles et systèmes linéaires 


3.1 Les équations différentielles linéaires 


Soit Î un intervalle réel, n un entier et des applications ax : 1 — K,0<k<n—1etb:1 — K. 
L’équation différentielle 


GREEN () 
po = TT ax (y +5 (#) (8) 
est appelée équation différentielle linéaire d'ordre n avec second membre. 


Remarque 3.1 Ce vocabulaire est justifié par le fait que, lorsque la fonction b est nulle, l’ensemble des 
solutions de l’équation différentielle (8) (définies sur le même intervalle réel) est un espace vectoriel dès 
qu'il n’est pas vide. Cette vérification est immédiate. (Voir également le théorème 3.5 ci-dessous.) 


Avec les notations de la section 1, l'application f est définie sur 7 x K” par 


n—1 
= 5 ay + (6). (9) 
On notera, de manière plus habituelle, l'équation différentielle (8) sous la forme 
y Han (Eye D + + ao(t}y = b(t). (EC) 


Définition 3.1 

(i) La fonction b : I — K est appelée le second membre de l’équation différentielle (EC). 

(ii) Quand la fonction b est nulle, on dit par abus que l’équation différentielle est sans second membre 
ou bien homogène. 

(iii) L'équation obtenue en faisant b — 0 dans l’équation différentielle (EC) s'appelle l'équation différen- 
tielle sans second membre ou bien homogène associée à l’équation différentielle (EC). 


D’après la proposition 1.4, une fonction @ : J — K (avec J C I) n fois dérivable est solution de 
l'équation différentielle (8) si, et seulement si l'application ® : J — K” définie par & = (w,w/,..., pit) 
est solution de l’équation différentielle 


1 
(u6, Yi sers UAzA) SE (ur, ces Un—1, —) ou (é)ur +b (0) ; 


qu’on écrit plus usuellement 


Y'= A(t)Y +B(#) (SC) 
avec 
yo 0 1. 0 0 L 
U1 
Y = A(t) = ed . B (t) = (10) 
0 Se 1 
Yn_1 —ao(t) —a@ft) ::: ::: —an-1(t) b(t) 


Une équation différentielle telle que (SC) s’appelle un système linéaire. On en propose l’étude dans la 
suite de cette section. 


3.2 Généralités sur les systèmes linéaires 


On rappelle que l’espace M, (K) des matrices carrées n x n à coefficients dans K est un K-espace vectoriel 


de dimension n?. L'espace K” étant muni d’une de ses normes usuelles, notée {|| (|| = |] ou ||] = 
I], ou 1 = 111), on équipe souvent M,(K) de la norme 
IMI= sup MX]. (11) 
IXI<1 


Cette norme coïncide avec celle de l’application linéaire de matrice M dans la base canonique de K”. 
On rappelle que M,(K) étant de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes. On considère 
dans la suite que M,(K) est muni de la topologie définie par une de ses normes. Ceci donne sens, en 
particulier, à la notion d'application continue définie sur un intervalle réel et à valeurs dans M, (K). 
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Définition 3.2 Soit 1 un intervalle réel d'intérieur non vide, À une application définie sur I et à valeurs 
dans M, (K), b une application définie sur I et à valeurs dans K”. 
(i) On appelle système différentiel linéaire à second membre l'équation différentielle 


Y'= A(t)Y +b(t) (SC) 
(ii) L’équation différentielle 
Yeabr (SL) 
s'appelle système différentiel linéaire homogène {ou sans second membre). 


Le théorème de Cauchy-Lipschitz possède une version plus forte dans le cas des systèmes différentiels 
puisqu'on peut préciser que les solutions maximales ont même ensemble de définition que les applications 
À et b. Voici l'énoncé. 


Théorème 3.3 Avec les notations de la définition 3.2 , on suppose les applications À et b continues. 
Alors, pour tout (to, Yo) € 1 x K", le système différentiel (SC) possède une unique solution, définie sur 
I vérifiant Y (to) = Yo. 


Autrement dit, pour tout (to, Yo) € 1 x K”, le problème de Cauchy 
Y'=A()Y +b(t), Y (to) = Yo 


admet une unique solution (maximale) définie sur I. 


La preuve de ce théorème est hors du programme du CAPES. 


Dans la suite, on supposera les hypothèses de la définition 3.2 et du théorème 3.3 satisfaites pour tout les 
systèmes différentiels considérés. Lorsqu'on parlera de solution d’un tel système différentiel, on supposera 
implicitement qu’il s’agit de la solution maximale définie sur 1. 


Le théorème fondamental, donnant la structure de l’ensemble des solutions des systèmes (SL) et (SC) 
est le suivant. 


Théorème 3.4 

(à) L'ensemble € des solutions (définies sur 1) du système différentiel (SL) est un K-espace vectoriel de 
dimension n. 

(ii) L'ensemble E des solutions (définies sur T) du système différentiel (SC') est un K-espace affine de 
dimension n et d’espace vectoriel directeur €. 


Remarque 3.2 On reformule souvent le (ii) de la manière suivante 
(it) la solution générale du système différentiel (SC') s'écrit comme la somme de solution générale du 
système différentiel (SL) et d’une solution particulière du système différentiel (SC). 


Preuve 

(i) Montrons d’abord que € est un sous espace vectoriel de l’ensemble F(1,K”"). Notons que € n’est 
pas vide d’après le théorème 3.3. Soit (®,%) € €?, (À,u) € K?. Comme l’ensemble des applications 
dérivables à valeurs dans K” est un espace vectoriel, l’application F = À® + uY est dérivable avec : 
FE" = 1®' + 1". Par ailleurs, pour tout t € I, 


A(t)F(t) +0b(t) = XA (Et) D + A (Et) D +b(t) = AP (4) + un (4) = F'(t). 


Ainsi, F appartient à € 
Etudions la dimension de £. Soit (e;),.,-, une base de K” et to € 1. D’après le théorème 3.3, pour tout 
iE {1,...,n}, il existe une unique solution ®; du problème de Cauchy 


V'=A()Y+b() Y (to) = ex. 


Montrons que (®;),.,-, est une base de €, qui sera donc un espace vectoriel de dimension n. 

(B;)c;e, est une famille génératrice £.— En effet, soit ® € €. Comme (e;),.,., une base de K?, il 
existe (À),e,e, € K” tel que ® (to) = 3, Xe. Considérons la fonction Y € F(1,K”) définie par 
Y=3", \;d;. La fonction Y est solution de (SC) comme combinaison linéaire de solutions. On a 


® (to) — Diriei E Di D: (to) = Y (to). 
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Ainsi, les solutions ® et Ÿ de l’équation différentiel (SL) d’ordre 1 sont égales en t9. Comme ce système 
possède la prorpiété d’unicité globale (théorème 3.3), elles sont égales sur 1. D'où ® = Y et ® est 
combinaison linéaire des (d;),.,2,. 

(Dilicse, est une famille libre. En effet, soit 37°, À;®; une combinasion linéaire nulle des (®;),.,2,. 


Entel,ona DE 
DD (to) — 0 — Duke 
Or (eiicicen est une base de K”. On a donc À = À2 =... = À = 0. 


(ii) Soit Yo un solution fixée du système différentiel (SC). Soit Y € F(1,K"). Il s’agit de montrer que 
Ÿ appartient à Æ, si et seulement si il existe ® € € telle que Y = E + V5. 
Supposons que Ÿ appartient à Æ. Alors, ® = Y— Y5 vérifie, pour tout t € I, 


D (4) = W(#) — Wo(t) = A(#) VE) + 6 (#) — A (t) Pot) — b(#) = A (#) (HE) — Vo()) = A (6) D (D. 


Donc, l'application & appartient à € et Ÿ = V5 + . 
Réciproquement, supposons qu’il existe ® € € telle que Ÿ = & + Yo. Alors, pour tout t € I, 


v'(t)=d(t)+0,(t) = A(t)D(t)+A(E) Vo(t) +b(t) = A(t)(P (€) + Vo(t))+b(t) = A(t) Y(t) +b(t). 
Ainsi Ÿ appartient à E. 


Ce théorème possède la traduction immédiate pour les équations différentielles linéaires d’ordre n. Soit 
l’équation différentielle 

y + an 1 (6) D +2 + ao(t)y = b(#), (EC) 
où les a; :1—K,0<k<n—1etb:1—K sont des applications définies sur le même intervalle J. 
Le calcul effectué dans la sous section 3.1 montre que l’équation différentielle (EC), se transforme en 
un système différentiel linéaire de dimension n. La traduction des théorèmes 3.3 et 3.4, en utilisant la 
proposition 1.4, permet de montrer la proposition suivante. 


Théorème 3.5 On suppose les applications ax : 1—K,0<k<n—1etb:1—K continues sur I. 
Alors : 
(à) pour tout (to, Yo, ; Yn-1) € 1 X K”, le problème de Cauchy 


Yan 1 (y D + Lao(t}y = dE), y (t)=y pour0<i<n—-1 (PCc) 


admet une unique solution définie sur T ; 
(ii) l’ensemble € des solutions (définies sur T) de l’équation différentielle homogène 


Y00 L an_1(#)y D + LE ap(t)y = 0, (EL) 


associée à l'équation différentielle (EC) est un K-espace vectoriel de dimension n ; 
(iii) l’ensemble E des solutions (définies sur T) de l’équation différentielle (EC) est un K-espace affine 
de dimension n et d’espace vectoriel directeur €. 


Preuve.- Associons à l'équation différentielle (EC) (resp. (EL)) le système linéaire Y’ = A(t)Y +B (t) 
(resp. Y' = A(t)Y) où À et B sont définies par les relations (10) introduites dans la sous section 3.1. 
Notons &s (resp. Es) l’espace affine (resp. vectoriel) des solutions du système linéaire Y’ = A(t)Y +B (t) 
(resp. Y' = A(t)Y). D’après la proposition 1.4, une fonction ® = (49,w1,...,@n-1) : 1 — K” est 
solution du système linéaire Y’ = A(t)Y + B(t) (resp. Y' = At) Y) si, et seulement si, @ est solution 
de l’équation différentielle (EL) (resp. (EC)) De plus, si l’une des propriétés est vérifiée, on à alors 
D = (p,9,...,plt-1), Définissons 


Ps : Es — C! (L,K) (resp. Ep: Es (9 (LK))},, ®— CT AT Le) — @. 


L'application e est linéaire, injective. (En effet, $ — 0 sur J entraine g' =... = (1) = 0 sur 1.) De 
plus, son image est égale à €. Aïnsi,€ est isomorphe à £s donc un espace vectoriel de dimension n. De 
même, l'application &£ est une application affine injective, dont l’application linéaire associée est Ps. 
Ainsi, Es et E sont isomorphes. Ceci donne les points (ii) et (iii) du théorème 3.5. 

Par ailleurs, un raffinement immédiat de la proposition 1.4 montre qu’une fonction @ : 1 — K n fois 
dérivable est solution du problème de Cauchy (PC) si, et seulement si, l'application & : 1 — K” définie 
par ® = (p,w',...,pl-1) est solution du problème de Cauchy 


Y'=A(G)Y+B(), Y (to) = Yo = (ÿo,Y1,...,Un-1) (12) 


Ceci donne le point (4). 
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3.3 Les systèmes différentiels linéaires à coefficients constants 
3.3.1 Remarques générales 


Les théorèmes 3.3 et 3.4 ont une importance théorique considérable. Cependant ils sont de peu de secours 
pour la détermination concrète des solutions des systèmes linéaires. Dans le cas particulier où l’application 
A définissant le système différentiel (SC) est constante, on peut préciser davantage les solutions. C’est 
l’objet de cette sous section. Nous commencons par une remarque et une proposition générale. 


Remarque 3.3 L'application constante t - A est définie sur R. Selon le théorème 3.3, les solutions 
maximales du système sans second membre (SL) sont donc définies sur R. Celles du système (SC) le 
sont aussi si l’application b est définie sur R. 


Proposition 3.6 On suppose b de classe C®°. Toute solution (définie sur R) du système (SC') est de 
classe CT. 
En particulier, toute solution (définie sur R) du système (SL) est de classe C®. 


Preuve.- Soit ® une solution du système (SC). On a 
VtER, ®'(t) = AD(t) +b(t). (13) 


Le membre de droite de la relation (13) est une fonction continue, puisque par hypothèse b est de classe 
C® et ® dérivable comme solution du système. Ainsi, ®/ est continue et ® de classe C!. 

Ce premier pas de raisonnement ce prête à une récurrence. Supposons ® de classe C”. Alors, le membre 
de droite de la relation (13) est une fonction de classe C”. Aïnsi, ®’ est de classe C” et © de classe 
C"+1, Donc, ® est de classe C” pour tout n € N. 


3.3.2 Résolution théorique 


On rappelle que la relation (11), sous section 3.2, définit une norme sur l’espace M, (K). On a de plus 
Lemme 3.7 Pour tout (A, B) € M, (K})° on a 
IAB] < TAB]: 


De ce lemme, on déduit en particulier que (M, (K) ,+, x,.) est une algèbre normée. Ce lemme sert aussi 
à démontrer la proposition 3.8 ci-dessous. 

Pour tout n € N, on peut définir sur R l’application L,, :tr PA. Cette application est clairement de 
classe C® avec 


(&) tk An 


Proposition 3.8 La série (d'applications) de terme général (La tr PA) est normalement conver- 
gente dans M, (K) sur tout compact de R. Sa somme, est une application de classe C®© de R dans 


My (K). On la note 


trAr 
VER, exp(tA)= > X = 
On a de plus 
d 
VLER, —(tr exp(tA))(t) = Aexp(tA). (14) 


dt 


Preuve. On va se restreindre à démontrer ici que la somme de la série 5 L, est de classe Cl sur R, 
ce qui suffit pour notre application aux systèmes linéaires. Le lecteur s’inspirera de la preuve donnée 
ci-dessous pour démontrer le cacactère C® de l’application t - exp(tA). 

Convergence des séries D L, et D° L},.— Il suffit de démontrer le résultat sur tout intervalle [—-a, a] avec 
a € R;. Par une récurrence immédiate à partir du lemme 3.7, on à, pour toutteR et toutneN, 


Ie A7 < éIA < HAN. 
D'où, pour tout t € [-a, à], 


a" |A" 


VnEN, {|LA(t)| < M 


; VneN*, [IL (| < 


KE ILAN" La AN” 
n! œ 


n! 
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pi ni: pi "AN" » de : 
La série numérique de terme général a LAN étant convergente (vers exp (a || A||) les séries de fonctions 


SL et 3 L!, convergent normalement sur l'intervalle [—a, a]. 


Résolution de l'équation différentielle. La série 5 L, étant normalement convergente sur les compacts 
(donc simplement ) et la série 9° L}, normalement convergente sur les compacts, la somme de la série est 
une application définie sur R et de classe C!. De plus, on a 


VEER, © (+ exp(t4)) (4) = 5 oLa(t) = EE 


car Li = 0. Or, pour tout NEN,ona 


tr 1'4n— 1 N 147 A" 


AS 1 ECENNE mi = ALneo Gr 


6 tr 1 A 


D'où  P — Aexp(tA), par passage à la limite dans l’égalité précédente. 
n=1 (n — (n—1)! 


Théorème 3.9 Pour tout (to, Yo) € R x K”, le problème de Cauchy 
= AY, Y(tb)=Y 
admet une unique solution (maximale) l'application ® définie sur R par 
VLER, ®(t) = exp((t — to) À) Yo. 


Preuve.- La proposition 3.8 entraine que l’application t — exp(tA)Y définie sur R à valeurs dans K” 
est de classe C! avec 


ver (5 


5) () = (x (tr exptA)%)) (4) = Aexp(tA)Yo = AP (t). 


De plus ® (0) = Y. 


3.3.3 Recherche plus pratique des solutions 


Pour les systèmes en petite dimension", on peut calculer à la main l’exponentielle d’une matrice (définie 
dans la proposition 3.8). Une calculatrice disposant d’un noyau de calcul formel permet d’accéder à des 
dimensions un peu plus grandes. 

On rappelle briévement que dans les méthodes de calcul à la main on distingue les trois cas ci-dessous : 


la matrice À est nilpotente, 
La matrice À est diagonalisable, 


Autre cas: la matrice À est triangularisable. On renvoie le lecteur à tout manuel de L2/L3 pour 
plus de détails à ce sujet. 


4 Les équations différentielles linéaires d’ordre 1 et 2 


On précise et complète les résultats obtenus pour les systèmes linéaires, lorsqu'on les transpose aux cas 
des équations différentielles linéaires d’ordre 1 et 2. 


4.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1 


Les équations différentielles d’ordre 1 sont le cas le plus simple de système linéaire. Le point (i) de la 
proposition suivante, qui synthétise et complète les résultats déja connus, peut donc être vu comme cas 
particulier du théorème 3.9. On considère les équations différentielles linéaires 


y … a (t) Y; (1r) 
y =a(t)y+b(E), (Lo) 


où à,b : 1 — K sont deux applications définies et continues sur l’intervalle J. 
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Proposition 4.1 

(i) L'ensemble € des solutions (définies sur 1) de l'équation différentielle (11) est un K-espace vectoriel 
de dimension 1. 

(ii) Cet espace est engendré par la fonction t - exp (A(t)), où À est une primitive de la fonction a. 


Preuve.- L’assertion (4) est une traduction du thérorème 3.5, partie (ii) pour l’ordre 1. On peut donner 
une preuve complète de cette proposition, indépendante de théorèmes généraux. Tout d’abord, l’existence 
de la primitive À vient de la continuité de a. 

Soit @ une solution de l’équation différentielle (17) définie sur Z. Posons, pour tout t € I, ht) = 
exp(—A(t))g(t). L'application h est dérivable avec 


VLER, h'(t) = -alt)exp(—-A(t))w(t) +exp(—A(t))w! (t) = 0. 


puisque @’ (t) = a(t)y(t). Ainsi, h’ est nulle sur R, donc constante. Posons À = À, À € R. On a, pour 
tout tER, v(t) = Xexp(A(t)). Réciproquement l'application 4 (t) = Xexp(A(t)) est bien solution de 
l'équation différentielle (17). 


Proposition 4.2 

(i) L'ensemble E des solutions (définies sur 1) de l’équation différentielle (1c) est un K-espace affine de 
dimension 1 et d’espace vectoriel directeur €. 

(ii) Plus précisement, pour tout (to, yo) € I X K, la solution du problème de Cauchy 


y'=a(t)y+b(t),  y(to) = Yo (PC) 


est la fonction d définie par 


VtE I, wv(t)=exp(A(t)) (ao +/ exp(—A(s))b(s) ds) : 


Preuve. L’assertion (i) est la traduction pour l’ordre 1 du théorème 3.5, partie (iii). L’assertion (ti) 
est un corollaire du lemme suivant. 


Lemme 4.3 {méthode dite de la variation de la constante) On peut déterminer une solution de l'équation 
différentielle (Lo) en la cherchant sous la forme w (t) = X(t) exp (A (t)) où À (-) est une fonction dérivable 
à déterminer, définie sur l’intervalle T, intervalle de définitions des fonctions a (-) et b(:-). 


Preuve. Avec les notations du lemme, on a 
VtLEI, w'(t)=X'(thexp(A(t))+A(t)a(t)exp(A(#)). 
Supposons 4 solution de l'équation différentielle (1c). En remplacant dans l’équation, il vient 
VtEI, N(tjexp(A(t))+A(t)a(t)exp(A(t)) = A(t)a(t)exp(A(t)) +b(4), 


soit 
VteI, N(t)=exp(—-A(t))b(t). 


La fonction du membre de droite de l’égalité précédente est continue donc possède une primitive. On 
peut choisir, par exemple, 


X( = [l exp(—A(s))b(s) ds, 


to 
la primitive qui s’annule en t9. On obtient w(t) = exp(A(t)) x exp(—A(s))b(s) ds. 
D’après l’assertion (1), la solution du problème de Cauchy (PC) s'écrit d (t) = Xexp(A (t)) + 4 (t) où À 
est une constante à déterminer. Comme 4 (0) = 0, on obtient À = %. 


Exemple 4.1 Résoudre le problème de Cauchy 


y —y=sint,  y(0)=0. (15) 
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On résoud d’abord l'équation différentielle y = y. Toute solution de cette équation différentielle s’écrit 
w(t) = Àexp (t) où À est une consntante réelle. On détermine ensuite une solution de l’équation différen- 
tielle y = y +sint. Utilisons la méthode de la variation de la constante. On cherche cette solution sous 
la forme 4 (t) = A(t)e!. On a 


VtLER, Ÿ'(t) = N\'(t)exp(t) + ÀA(t)exp(t) = A(t)exp(t) +sint. 


D'où W(t) = exp(—t)sint. Une primitive de NW est égale à tr e*(—1cost — = sint). On choisit par 
exemple 


: 1 1 | 1 1 1 
x@= | exp (—s) sin sds = le (-geoss- jsine)| set ( 3 C8 ;snt) e 


D'où #(t) = A(t)et = —Lcost — Lsint + Set. Toute solution de l'équation différentielle y — y = sint 
s'écrit alors @(t) = Àef +4 (ft) où À est une constante réelle. Comme 4 (0) = 0, la solution du problème 


de Cauchy (15) s’obtient pour À = 0. C’est donc la fonction w. 


Remarque 4.1 1! peut sembler maladroit de recourir à la méthode de la variation de la constante pour 
déterminer une solution de l’équation différentielle y! — y = sint. En effet, comme le second membre 
est de la forme t + sint, on peut montrer qu'il existe une solution particulière de la forme de la forme 
VW :tr acost + Bsint, où l’on détermine les constantes réelles a et 5 en remplaçant dans l’équation. 
On trouve immédiatement di (t) = —7 COS t — ; sint. On remarque que cette solution n’est pas égale à la 
solution d choisie ci-dessus. 


Remarque 4.2 Le principe de superposition.— On suppose que l'application b (+), notation de la relation 


(Lo), s'écrit b(-) = 325, bi (+) où les b; : I — K sont n applications définies et continues sur l'intervalle 


TI. Soit d; une solution de l'équation différentielle 


y = a(t)y + bi (6). 


Alors à = Y;_, di est une solution de l'équation différentielle (1c). 

Ainsi, pour déterminer une solution de l’équation avec second membre, il est parfois possible de décom- 
poser ce second membre en une somme de fonctions pour lesquelles il est plus simple de déterminer une 
solution des équations correspondantes. 


Exemple 4.2 Soit à résoudre l’équation différentielle 
y —-y=sint+t#. (16) 


On dispose déjà d’une solution de l’équation différentielle y — y = sint (voir exemple 4.1 et remarque 
4.1). Selon le principe de superposition, il reste à résoudre une solution de l’équation différentielle 


y —y = #2, (17) 


On peut la chercher sous la forme d’une fonction polynôme #2 d'ordre 2. Posons wo (t) = t? + at + B. 
On a #2 (t) = 2t+ à. En remplaçant dans l’équation différentielle (17), il vient 


P+HD-at+a-B=t. 


D'où #9 (t) = t? +2t— 2. Ainsi, toute solution de l'équation différentielle (16) s’écrit 


1 1 
p(t) = Aef + 1 (t) + Va (é) = Ac 5 Cost — ssint + +202, 


où À est une constante réelle. 


4.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 
4.2.1 L’équation sans second membre ou homogène 
On considère l’équation différentielle linéaire 
y" +a(t)y +b(t)y = 0, (2:) 
où à,b : I — K sont deux applications continues définies sur un intervalle J. 


La traduction pour l’ordre 2 du théorème 3.5, partie (ii), donne la proposition suivante. 
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Proposition 4.4 
(à) Pour tout (to, Yo, 0) €E TX K x K, le problème de Cauchy 


y'+a(t)y +b(t)y=0,  y(to) =yo Y'(to) = 2 (PC) 


admet une unique solution définie sur I. 
(ii) L'ensemble € des solutions (définies sur I) de l’équation différentielle (21) est un K-espace vectoriel 
de dimension 2. 


Selon une convention déjà prise, lorsqu'on parle de solution de l’équation différentielle (27) dans la suite, 
il s’agira implicitement de solutions définies sur 1. 


Définition 4.5 On appelle système fondamental de solutions de l’équation différentielle (21) toute base 
de l’espace vectoriel €. 


Définition 4.6 Soit (41,42) un couple de solutions de l'équation différentielle (21). On appelle wron- 
skien de (41,42) la fonction, notée W.,, .., définie sur T par 


VMEI, Wawtlt)= | . 

a 
Lorsqu'il n’y à pas de confusion possible sur le couple de solutions considéré, on écrira plus simplement 
W (-) au lieu de W{,, 6) (+). 


Proposition 4.7 Soit (1,42) un couple de solutions de l’équation différentielle (21). Les assertions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) le couple (ÿ1,42) est un système fondamental de solutions de l’équation différentielle (21) ; 

(ii) pour tout t € I, W,..2 (€) 20 ; 

(iii) il existe t € T tel que W,, 6, (t) 0. 


Deux preuves peuvent être proposées. Elles ont, comme point commum, d’être immédiatement généra- 
lisables aux équations différentielles d'ordre n, moyennant l'introduction du wronskien correspondant. 
(a) La première revient à montrer que (41,4w2) est un système fondamental de solutions de l'équation 


différentielle (27) si, et seulement si, le couple ( : ( 5 ) est une base de l’espace des solutions 
1 2 


0 1 
—b() —a() 
du théorème 3.4, qui utilise essentiellement le théorème d’existence et d’unicité pour les problèmes de 
Cauchy linéaires. 

(b) La seconde, que nous allons détailler, reste dans le cadre des équations différentielles mais les argu- 
ments sont similaires, à ceux de la preuve précédente puisque appuyés sur le théorème de structure de 
l’ensemble des solutions. 

[(é) = (&i)] On démontre [non (ii) = non (i)]. On suppose donc qu’il existe to € I tel que W,, &, (to) = 0. 
Il existe alors un couple (X, u) £ (0,0) tel que 


ne = 0 
Ap1 (to) + up2 (to) —= 0 


du système linéaire associé Y”’ = A(t)Y avec A(-) = . On s’inspirera de la preuve 


Soit & = À + 2. Comme l’ensemble € des solutions de l’équation différentielle (27) est un K-espace 
vectoriel, & est une solution de l’équation différentielle (27), qui vérifie de plus 


? (to) = w (to) = 0. 


Or, la solution nulle est une solution (triviale) de l’équation différentielle (27) vérifiant ces conditions. 
Par unicité de la solution du problème de Cauchy 


y'+a(t)y +b(t)y=0,  y(to) =0 y (to) = 0, 


4 est nulle et donc A1 + Jia = 0 dans l’espace vectoriel C° (7,K) Ainsi, w1 et 42 sont liées et le couple 
(@1,2) ne forme donc pas un système fondamental de solutions. 


[(i) = (iii)] Clair, puisque Z est supposé non vide. 
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[(aii) = (i)] On démontre [non (i) = non (iti)]. Si le couple (41,2) ne forme pas un système fondamental 
de solutions, alors il existe un couple (X, 4) £ (0,0) tel que Àg1 + 2 = 0. Donc Ag! + uw, = 0, ce qui 
veut dire que 

0 

0 


Il 


Ap1 (&) + pa (4) 
Api () + aps (4) 
Ainsi, pour tout { € I, le système d’équation linéaires précédent admet une solution non nulle. C’est 
donc que, pour tout t € T, le déterminant de ce système, égal au wronskien, est nul. 


Il 


mer { 


4.2.2 L’équation avec second membre 
On considère l’équation différentielle linéaire 
ÿ'+a(t)y +b(t)y = cé), (20) 
où à,b,c : 1 — K sont trois applications continues définies sur un intervalle J. 
La traduction pour l’ordre 2 du théorème 3.5, partie (iii), donne la proposition suivante. 


Proposition 4.8 
(i) Pour tout (to, yo, 20) € TX K x K, le problème de Cauchy 


y'+a(t)y +b(t)y = ct),  y(to) = yo Y'(to) = 20 


admet une unique solution définie sur I. 

(ii) L'ensemble E des solutions (définies sur I) de l’équation différentielle (2c) est un K-espace affine de 
dimension 2 d’espace vectoriel directeur €, espace vectoriel des solutions de l’équation homogène associée 
à l'équation différentielle (2c). 


En admettant qu’on ait déterminé l’espace €, le (ii) indique qu’il suffit de connaître une solution de 
l'équation différentielle (2c) pour connaître Æ. Le lemme suivant décrit une méthode systématique, mais 
lourde. Il convient de ne l’utiliser qu'après avoir épuisé toutes les autres méthodes. 


Lemme 4.9 {méthode dite de la variation des deux constantes) Soit (41,42) est un système fondamental 
de solutions de l’équation différentielle (21). On peut déterminer une solution de l'équation différentielle 
(2c) en la cherchant sous la forme @ (+) = Ai (+) ga () + À () 2 (+) où À (+) et A2 (+) sont deux fonctions 
dérivables à déterminer, définies sur l’intervalle T, intervalle de définition des fonctions a (+), b(-) et c(-). 


Preuves.-— On procède par condition nécessaire. Supposons donc qu’il existe une solution de l’équation 
différentielle (2c) écrite comme dans le lemme. On a alors 


VEET, pt) = À (6) pi (6) + À2 (#) 0 (6) + An (€) pi (€) + À2 (#) 2 (4) 

On va de plus supposer que À (+) et À2 (+) vérifient 
VtEI, XMt)pi(t) + À (té) (t) = 0, (18) 

afin de ne pas avoir à dériver À (-) et À2 (-) deux fois. On obtient alors 

VLE LT, @(E) = Xi (6) p5 (€) + A2 (4) 2 (8) + À (6) 7 (€) + A (#6) p2 (E). 
En remplacant dans l’équation différentielle (2c), il vient 

À (6) pi (€) + A2 (6) 2 (€) = c(E) 

puisque À; (t)(o! (t)+a(t)v!(t) +b(t)v:(t)) = 0, pour à = 1, 2. Aïnsi, on cherche À (-) et À2 (-) 
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Comme (1,42) est un système fondamental de solutions de l’équation différentielle (27), le wronskien 
de ce système est non nul en tout t € 1. Le système précédent admet comme solution unique 
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Comme les fonctions : (-), w (-) (pour à = 1, 2), la fonction c(-) sont continues sur J et que W,,, 4, (-) 
ne s’annule pas sur J, les expressions définissant À (+) et À, (-) sont des fonctions continues sur J. Ainsi 
X (-) et À (+) admettent des primitives. On choisir un couple particulier de primitives. On dispose ainsi 
de 4 dont on vérifie alors sans peine qu’elle est bien solution de l’équation différentielle (2c), notamment 
car À (-) et À, (:) sont solutions du système linéaire (19). 


Remarques 4.3 


(a) Par exemple, déterminons la solution du problème de Cauchy (PC) à partir d’un système fondamental 
(1,2) de solutions de l'équation différentielle (21). On choisit 


AO | TG (s)e(s))ds hft)= j D (s)e(s)) ds , 


primitives de À (-) et À (+) respectivement, s’annulant en t = to. Alors, la solution du problème de 
Cauchy (PC) s'écrit 


Il 


cest | 0 (s) e(s)) ds + 4 (#) 1. 70% (s) e(s)) ds. 


(b) Il ne s’agit pas de se souvenir par coeur des calcul effectués dans la preuve du lemme 4.9 ou dans le 
(a) de cette remarque, mais essentiellement de la méthode. En particulier la condition (18) se retient par 
le fait qu'il convient de ne pas faire apparaître de dérivée seconde de À1 (+) et À2 (+) dans la méthode. 

(c) Le principe de superposition, exposé dans la remarque 4.2 pour les équations différentielles d'ordre 1, 
reste valide pour les équations d'ordre 2. 
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